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INTRODUCTION 

L'é tude de  la  lumière  s o l a i r e  r é f l é c h i e  p a r  l e s  p l a n è t e s  a  permis 

d ' o b t e n i r  un nombre c o n s i d é r a b l e  d ' i n f o r m a t i o n s  s u r  l a  composi t ion du s o l  

ou d e s  atmosphères d e s  p l a n è t e s  c o n s i d é r é e s .  Parmi l e s  r é s u l t a t s  l e s  p lus  

marquants on p e u t  c i t e r  pa r  exemple l a  mise e n  év idence  de l ' e x i s t e n c e  de 

l ' a tmosphère  de  Vénus (Lomonosov ( 1 7 h l ) ) ,  c e l l e  de l a  r o t a t i o n  de l ' a tmos-  

p h è r e  d e  Vénus en  4 j o u r s  (Boyer e t  Guérin ( 1 9 6 6 ) ) ,  ou l a  d é t e r m i n a t i o n  de 

l a  n a t u r e  du s o l  de l a  lune ( D o l l f u s  (1955) ,  (1962) ,  (1970)) à p a r t i r  des 

mesures de p o l a r i s a t i o n  de l ' i n t e n s i t é  r é f l é c h i e .  Les méthodes l e s  p l u s  

e f f i c a c e s  s o n t ,  en  f a i t ,  l e s  mesures p o l a r i m é t r i q u e s  e t  l e s  mesures s p e c t r a l e s ;  

t o u t e s  nos conna i ssances  s u r  l a  composi t ion chimique d e s  a tmosphères  plané-  

t a i r e s  o n t  é t é  ob tenues  en i d e n t i f i a n t  l e s  r a i e s  d ' a b s o r p t i o n  p r é s e n t e s  dans  

l e  rayonnement r é f l é c h i .  On p e u t  c i t e r  l a  d é c o u v e r t e  d u  CO s u r  Mars (Kuiper 
2 

( 1 9 4 7 ) ) ,  du CO (Connes e t  a l  ( 1 9 6 9 ) ) ,  c e l l e  du CO s u r  Vénus (Adams e t  Dunham 
2 

(1932 ) ) ,  du CO ( S i n t o n  (1960) ,  Connes e t  a l  (1968))  e t  des c o n s t i t u a n t s  

mineurs  t e l s  HF e t  HCL (Connes e t  a l  ( 1 9 6 7 ) ) .  

Il e s t  cependant  beaucoup p l u s  d i f f i c i l e  de dédu i re  de  c e s  mesures 

d e s  pa ramèt res  physiques  e s s e n t i e l s  t e l s  que l a  p r e s s i o n ,  la  t empéra tu re  e t  

l a  c o n c e n t r a t i o n  des d i v e r s  gaz .  C ' e s t  e s s e n t i e l l e m e n t  l ' é t u d e  de l a  l a r g e u r  

é q u i v a l e n t e  d e s  r a i e s  d  ' a b s o r p t i o n  du gaz ca rbon ique  q u i  a  donné l e s  m e i l l e u r s  

r é s u l t a t s  concernant  l a  p r e s s i o n  e t  l a  t empéra tu re  à l a  s u r f a c e  de Mars ; de 

nombreux a u t e u r s  (Be l ton  e t  Hunten (1966) ,  Owen (1966) ,  Moroz (1968) ,  Connes 

e t  a l  (1969b),  Gray ( 1 9 6 6 ) . ( 1 9 6 9 a ) )  t r o u v è r e n t  en e f f e t  une p r e s s i o n  au s o l  

d e  l ' o r d r e  de 5  à 10 mb e t  c e  r é s u l t a t  f u t  conf i rmé  p a r  l e s  sondes $ f a r i n e r  

I V ,  V I  e t  V I 1  (Hunten ( 1 9 7 2 ) ) .  

L ' i n t e r p r é t a t i o n  de l ' i n t e n s i t é  d e s  r a i e s  s p e c t r a l e s  p r é s e n t e s  

dans  l e  rayonnement r é f l é c h i  pa r  Vénus s ' e s t  a v é r é e  beaucoup moins e f f i c a c e .  

Vénus, en e f f e t ,  e s t  e n t o u r é e  d 'une  é p a i s s e  couche de nuages qu i  forme é c r a n  

a u  rayonnement. On a  donc é t é  c o n d u i t  à c o n s i d é r e r  l e s  nuages comme d e s  s u r -  

f a c e s  r é f l é c h i s s a n t e s ,  l e s  r a i e s  é t a n t  formées dans l ' a tmosphère  c l a i r e  s i t u é e  

au-dessus d e s  nuages (Sp inrad  ( 1962),  Moroz ( 1964) ,  ( 1965) , Kaplan ( 196 1 ) , 
Rank e t  a l  (1964) e t c .  .) . Mais l e s  o b s e r v a t i o n s  on t  montré que l a  l a r g e u r  

é q u i v a l e n t e  des  r a i e s  d i m i n u a i t  lo r sque  1 ' a n g l e  de phase  augmentai t ,  a l o r s  



qu'un modèle r é f l é c h i s s a n t  a b o u t i r a i t  au  r é s u l t a t  c o n t r a i r e .  Une analyse 

c o r r e c t e  des s p e c t r e s  observés n é c e s s i t e  donc de t e n i r  compte du f a i t  que l e s  

r a i e s  s p e c t r a l e s  s o n t  formées à l ' i n t é r i e u r  des nuages, au cours  du processus 

de d i f f u s i o n .  Cependant, dans ce  cas ,  l e  chemin opt ique réé l lement  s u i v i  pa r  

l e s  photons au cours  de l e u r  r é f l e x i o n  n ' e s t  pas connu e t  l ' i n t e r p r é t a t i o n  

des mesures devien t  t r è s  complexe. 

Au cours  de ces de rn i è re s  années de nombreuses é tudes  ont é t é  consa- 
. 

c r é e s  à ce problème. Chamberlain (1965) f u t  l e  premier à développer une théO- 

ri& de l a  formation des r a i e s  dans une atmosphère d i f f u s a n t e  i s o t r o p e ,  homo- 

gène e t  semi- inf in ie ,  Belton (1968) a  mis au point  une technique permettant  

d ' u t i l i s e r  l e s  "courbes de c ro issance"  pour l e  cas d 'une d i f f u s i o n  i s o t r o p e ,  

Sagan e t  Regas (1970) ont développe une analyse q u a l i t a t i v e  é t en iue  au cas 

des  atmosphères an iso t ropes  e t  inhomogènes. Les r é s u l t a t s  l e s  p l u s  importants 

de ces  travaux ont  é t é  d 'expl iquer  l ' e f f e t  de phase dé j à  mentionné e t  de 

démontrer l ' e x i s t e n c e  des régimes l i m i t e s  de l a  "courbe de c ro issance" .  Hunt 

(1972a, b) a  é t u d i é  successivement l ' i n f l u e n c e  de d i f f é r e n t s  paramètres s u r  

l a  formation des r a i e s  s p e c t r a l e s  ( fonc t ion  de phase du nuage, i n t e n s i t é  de 

l a  r a i e ,  l i b r e  parcours  moyen des photons,  albédo de d i f f u s i o n  dans l e  cont inu)  

e t  il a pa r t i cu l i è r emen t  mis l ' a c c e n t  s u r  l ' importance de l ' jnhomogénéi té  de 

l a  couche d i f f u s a n t e ,  en p a r t i c u l i e r  l a  v a r i a t i o n  de l a  p re s s ion  avec l a  prc- 

fondeur op t ique dans l e  nuage. 

Néanmoins, l e s  techniques d ' ana lyse  des r a i e s  formées en atmosphère 

d i f f u s a n t e  sont  encore wbryonna i r e s .  Exception f a i t e  dz cas  de  l a  d i f f u s i o n  

i s o t r o p e  dans un nuage homogène semi- inf in i ,  il e s t  n é c e s s a i r e ,  pour d é f i n i r  

l a  r a i e ,  de  résoudre  l ' équa t ion  de t r a n s f e r t  un grand nombre de f o i s .  C 'es t  

a i n s i  qu 'on t  é t é  e f f ec tués  de nombreux c a l c u l s  (Hunt (1972a,b) ,  Lenoble (1968),  
7 

Fouquart (1970)),  mais c e t t e  méthode t r è s  lourde ne s e  ~ r ê t e  pas  faci lement  

à l ' a n a l y s e  ce q u i  explique pourquoi l ' i n t e r p r é t a t i o n  des r a i e s  formées s u r  

Vénus a  presque tou jours  é t é  f a i t e  au moyen du modèle r é f l é c h i s s a n t .  

Divers méthodes ont  é t é  envisagées pour accé l é re r  l e s  c a l c u l s .  

Van de Hulst  (1968) a  é t a b l i  des  "p r inc ipes  de s i m i l a r i t é "  q u i  permettent de 

f a i r e  correspondre une couche d i f f u s a n t e  an iso t rope  à une couche i s o t r o p e ,  l a  

méthode de l a  v a l e u r  i n i t i a l e  (Bue11 e t  a l  (1972)) permet de c a l c u l e r  en une 



f o i s  l ' i n t e n s i t é  d i f f u s é e  pour un g rand  nombre de f r é q u e n c e s .  C e t t e  d e r n i è r e  

méthode r e s t e  cependant  l i m i t é e ,  dans l a  p r a t i q u e ,  au  c a s  d e s  f o n c t i o n s  de  

phase  t r è s  s i m p l e s  . 

Au cours  de c e  t r a v a i l  nous avons m i s  au  p o i n t ,  pour  l e s  r a i e s  

s p e c t r a l e s  formées en  m i l i e u  d i f f u s a n t ,  une méthode d ' a n a l y s e  analogue à c e \  

u t i l i s é e  dans  l e  cas  d e s  a tmosphères  c l a i r e s  que nous rappe lons  a u  - h a p i t r e  : 

Pour c e l a  i l  f a u t ,  dans  une p remiè re  é t a p e ,  s é p a r e r  l e s  problèmes q u i  concer i f i  

l a  d i f f u s i o n  de  ceux q u i  concernen t  l ' a b s o r p t i o n ,  c e  que nous f e r o n s  au cha- 

p i t r e  T I  p a r  l ' i n t e r m é d i a i r e  de l a  d i s t r i b u t i o n  du chemin o p t i q u e  des  photoc.  

r é f l é c h i s  ( I r v i n e  ( 1 9 6 4 ) ) .  Au c h a p i t r e  III nous exposerons  une méthode de 

c a l c u l  de  c e t t e  d i s t r i b u t i o n  a u  moyen d e s  Approxirnants de Padé d e  type I I .  

Dans les a tmosphères  p l a n é t a i r e s  l ' a b s o r p t i o n  augmente avec l a  

p ro fondeur  o p t i q u e ,  l a  méthode d ' a n a l y s e  proposée  d o i t  donc p o u v o i r  s ' é t e n d r f  

au  cas  d e s  m i l i e u x  inhomogènes. L ' é t u d e  sys témat ique  de l a  d i s t r i b u t i o n  du  

chemin o p t i q u e  e n  f o n c t i o n  de l ' é p a i s s e u r  o p t i q u e  de l a  couche d i f f u s a n t e !  

p r é s e n t é e  au  c h a p i t r e  I V  permet d ' i n t r o d u i r e  l a  n o t i o n  de "p rofondeur  de pE.~i .  
f 

t r a t i o n "  a s s o c i é e  à un chemin o p t i q u e  donné d o n t  nous dédu i rons  au  c h a p i t r e  : 

une méthode p e r m e t t a n t  d ' o b t e n i r  approximat ivement  l ' i n t e n s i t é  r é f l é c h i e  par 

un nuage inhomogène. Au c h a p i t r e  V I  nous a n a l y s e r o n s  l e  p r o f i l  des  r a i e s  

formées dans  un m i l i e u  d i f f u s a n t .  Nous a p p l i q u e r o n s  e n f i n  l a  méthode d ' a n a l v c  

proposée  à l ' é t u d e  d e s  r a i e s  du gaz ca rbon ique  formées s u r  Vénus ( c h a p i t r e  

VI I )  e t  nous en d é d u i r o n s  c e r t a i n e s  d e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  des nuages  q u i  

couvren t  l a  p l a n è t e .  



CHAPITRE 1 

DEFINITIONS. RAPPELS. NOTATIONS 



Avant d'aborder l'étude des raies spectrales formées dans une 

atmosphère diffusante, nous présenterons brievernent dans ce chapitre la 

méthode utilisée pour interpréter les raies formées dans un milieu purement 

absorbant puis nous introduirons les paramètres caractéristiques du pro- 

blùme du transfert en milieu diffusant. 

1. - FORME DES RAIES SPECTRALES. 

Le coefficient d'absorption kv d'un gaz quelconque dans une 

raie centrée à la fréquence v, se d@campose en un produit de deux termes 

SG(v -vo) où S figure l'intensité totale de la raie, v étant le nombre 

d ' onde 
f 

s = kv dv J raie 
et G(v-v,) figure la forne de la raie. Cette forme de raie est détermi- 

née par trois facteurs : 

1) élargissement naturel, 

2) élargissement Doppler, 

3) élargissement de pression. 

On appelle demi largeur de raie a la largeur de la raie pour 

une intensité égale à la moitié de l'intensité maximum. 

La largeur naturelle d'une raie aN s'exprime par 

où T et rn représentent les durées de vie des deux états excités entre 

lesquels s'effectue la transition. Une valeur typique de aN est de l'ordre 
- 1 

de 3.10-II cm . 

L'élargissement Doppler est dû à l'agitation thermique des molé- 

cules absorbantes dont la vitesse présente une composante suivant la direc- 

tion suivie par le rayon lumineux. La forme d'une raie Doppler s'écrit 



soit 

k 

- b -  

2 
La demi largeur de Doppler est definie pour arp ( W ~ / B ~ ]  - 1 /2 

'LD = BD (Log 2)ln . l 1 - S  

Daao cette expression vorepr&sente la frgquence de la transition, 

r la viteme de la lumigre, k la constante de bltzmann et m la masse dft 

la ml&cull- abeorbmte. Une valeur typique de a* pour une raie de CO2 aux 
-2 -1 

environs de l u  et pour une tempgrature de 250K est 1,IO cm n 

L'glargissement de pression est dû aux collisions entre les mlé- * 
cti3es absorbantes et les autres. miol6cules prgseates dans ttn milieu cmsidé- 

r&. La folrane d'une telle raie ( d i t e  raie de Lorentt) est 

a  
G(v - v o )  = 

L 
2 

( 1-61 
n { ( v - v O )  + 02)  

La demi largeur a~ est inversement proportionnelle au temps 

moyen T séparant deux chocs consécutifs a~ = 114~ T. Dans un gaz pur, 

r est proportionnel à la vitesse moyenne V, soit aL % $IV. 

Le libre parcours moyen est 

R = I/nn.u-, 

où a est la section efficace de choc et n le nombre de molécules par 

L. 

I 

I 

unité de volume. 

A température constante, n est proportionnel à la pression et à pression 

constante, n est inversement proportionnel à la température. Le libre par- 

cours moyen est donc proportionnel à T/p  ; d'autre part V est propor- 

tionnel à T * . Finalement a~ est proportionnel à pT ; d'où . 

( = l m  a = a o x -  (1-7) 
p O * 

- 1 
Aux conditions STP une valeur typique de aL est 0,1 cm . Dans 

ces conditions la largeur de Lorentz est largement prédominante. Dans l'at- 

mosphère terrestre, on considère en général que les raies ont la forme de 

Lorentz jusqu'à une altitude d'environ 35 Km. 

Pour l'étude des spectres formés par réflexion dans les atmosphè- 

res planétaires, l'effet de pression n'est pas toujours prédominant et il 

est nécessaire de considérer que le profil de la raie est dû à la fois à 

- 



l'effet de pression et à l'effet Doppler ; c'est le profil de Voigt qui cor- 

respond au produit de convolution des profils de Lorentz et Doppler 

+m 

GV(v - vo) = GD(v - v') G~(v' - v , )  d(v - v ' )  = - (1-8)  
* -03 

où on a posé 

Go = I / ( B ~  G) , 

(La figure (1-1) représente le coefficient d'absorption kv d'une 
- 1 - 1 

raie d'intensité S = 0,028 cm (km-atm) (unité expliquée plus loin) 

qui correspond à la raie P(16) du CO2 à 8689 a. La demi largeur de Lorentz 
- 1 

est aL = 0,005 cm (correspondant à une pression de 50 mb et à une tempé- 
- 1 

rature de 273 K) et la demi largeur Doppler est a~ = 0,01 cm , c'est donc 
un profil de Voigt ; à titre de comparaison on a aussi tracé le profil de 

Lorentz corï-espondant à la même intensité et au même a ~ .  Le profil de Voigt 

correspond ii une raie beaucoup plus large que la raie de Lorentz ; les deux 

profils se c~~nr'ondrnt dans les ailes, ce qui peut facilement être vérifié à 

partir de , ' -8) .  

11 - Tci:Yi?.STTS DES U I E S  SPECTRALES. 
P. " 

Par la suite, nous nous iLmiterons à l'étude des raies d'absorption 

du gaz carbonique dont nous présentons ici les principales propriétés. 

Une étude complète du spectre d'absorption du gaz carbonique a 

été prgsentée dans le rapport de D.E.A. de M.H. Boulangué (1972) dont nous 

rappellerons ici les résultats essentiels. 

Les bandes d'absorption du gaz carbonique observées dans le rayon- 

nement réfléchi par Mars et Vénus, dans le proche infra-rouge (0,8 - 1 , 2 ~ ) ,  

correspondent à des transitions dont le niveau inférieur est le fondamental. 

Dans c e s  conditions, l'intensité d'une raie srexprime par 



Le nombre quantique de rotation1 du niveau inférieur J I 1  est relié 

à m par 

J I '  = -m branches P (AJ = -11, 
J" = m-] branches R (AJ = +1 )  ; 

Sb représente l'intensité totale de la bande, B la constante de rotation 

du niveau inférieur, h la constante de Plank, k la constante de Boltzmann 

et QR(T) la fonction de partition de rotation. 

En première approximation QR (T) est proportionnelle à la tempé- ' 

rature (Herzberg ( 1945)) 

où a = l  dans le cas général et 2 pour les isotopes symétriques lorsque 

la composante du moment angulaire R est nulle dans l'un des deux états 

(L' ou L" = O). 

III - LARGEUR EQUIVALENTE ET COURBES DE CROISSANCE. 
'L 

Soit N le nombre de nolécules absorbantes par unité de surface 

rencontrées, sur son parcours, par un rayon lumineux. Si Io est l'intensi- 

té incidente, l'intensité transmise à la fréquence v, dans une raie d'ab- 

sorption est 

'b 
IV = Io exp (- N kv) (1-12) 

L'absorption monochromatique à la fréquence v est donc 

L'absorption totale dans la raie 

est appelée largeur équivalente de la raie spectrale, elle est mesurée en 
- 1 cm si v est le nombre d'onde. 

't 
Si Nk, est petit quelque soit v 



% 

Si N est le nombre de moiGculrs absorbantes par unité de surfa- 

ce, le coefficient d'absorption k, doit être exprimé en molécule-' cm' et 

l'intensité S en molécule-' cm-' cm2 

En général on utilise une autre unité pour exprimer la quantité 

d'absorbant : le cm-atm ou le km-atm. Dans ces conditions, S s'exprime en 
- 1 - 1 - 1 - 1 

cm (cm-atm) ou cm (km-atm) . Le nombre de molécules présentes dans 
1 cm-atm est égal au nombre de Lodschmidt N o ,  c'est-à-dire au nombre d'Avogadro 

divisé par 22400 : 

1 cm-atm = 2,69.10" molécules/cm2. 

Une colonne de gaz absorbant de 1 cm2 de section, de x cm de hauteur, à 

la pression partielle p représente px/po cm-atm (po = 1 atm), et compor- 

te donc px No molécules. Dans la suite, pour tous les calculs pratiques, 
24 

nous utiliserons le km-atm (1 &-atm= 2,69.10 molécules/cm2 

Dans le cas d'une raie de Lorentz, W peut s'exprimer analyri- 

quement (voir par exemple Lenoble ( 197 1 ) 1 , 

est la fonction de Ladenberg-Reiche. Dans cette expression Io et 11 sont 

les fonctions modifiées de Bessel de première espèce 

Pour les faibles valeurs de u, L(u) est linéaire alors que pour 

les grandes valeurs de u, L(u) varie comme u" . Les développements suivants 
peuvent être utilisés : 

% 

d'où WL 2 NS, résultat que nous avons déjà trouvé, indépendamment de la 

forme de la raie. 



'b 

d'où WL 2 2 ( ~  saL)'' 

La croissance de la largeur équivalente d'une raie de Lorentz en 
'L 

fonction du produit N S est donc d'abord linéaire puis tend rapidement 

vers un régime dit "en racine carrée" qui, pour la plupart des cas prati- 

ques, est obtenu pour u > 3. La courbe W = f(u) est appelée "courbe de 
R 

croissance". 

Dans le cas d'une raie saturée, telle que l'absorption au centre 

soit totale, le profil au centre de la raie n'a évidement pas d'influence 

sur la largeur équivalente et la croissance de W est due à la croissance 

de l'absorption dans les ailes. Puisque les profils de Voigt et de Lorentz 

sont identiques dans les ailes, une raie de Voigt saturée appartient aussi 

au régime en racine carrée. D'après Penner (1959) pour une raie de Voigt, 

si u est grand 

La figure (1-2) présente les raies d'absorption (profil de Voigt 

et profil de Lorentz) dont les caractéristiques sont les mêmes que celles 

correspondant à la figure (1-l), formées au cours d'un trajet comprenant 

0,72 km-atm de gaz carbonique. Si la raie de Lorentz est beaucoup plus 

profonde, elle est aussi beaucoup moins large, et les largeurs équivalentes 
- 1 

des deux raies diffèrent assez peu (0,05 cm pour la raie de Lorentz et - 1 
0,054 cm pour la raie de Voigt. 

En ce qui concerne les raies formées en atmosphère diffusante, 

Belton et al (1968) ont montré qu'aux pressions de formation correspondant 

au cas de Vénus (p > 50mb) les largeurs équivalentes des raies de Voigt 

et Lorentz étaient du même ordre, et compte tenu de la précision des mesures 

il est possible de limiter notre étude au cas des raies de Lorentz. 

La figure (1-3) représente les raies de Voigt et de Lorentz 

correspondant aux figures (1-1) et (1-2), formées par réflexion sur un 

nuage dont les caractéristiques seront données au chapitre III et corres- 



pondant au modèle que nous avons adopté pour l'étude de Vénus. Compte tenu 

du fait que les ailes des raies forxées par diffusion sont beaucoup plus 

importantes que celles des raies formées par absorption pure, la différence 

entre les deux raies est encore moins importante que pour les raies d'absorp- 

tion. 

IV - APPLICATION A L'ETUDE DES ATMOSPHERES PLANETAIRES. 

1') Modèle réfléchissant. .................... 
Considérons une couche plane parallèle d'un milieu absorbant de 

coefficient d'absorption monochromatique k,, comprenant N molécules absor- 

bantes dans une colonne verticale 

de section unité, limitée par un 

I 
fond réfléchissant. Soient Io 

1 ' intensité du rayonnement incident 
faisant l'angle 0, avec la norma- 

le et 1, l'intensité réfléchie 

dans la direction O. Le nombre de 

molécules absorbantes sur le tra- 

jet du rayon lumineux est donc 
'-b 

N = N ( l / p  + l/po) où u = (cos O) 

et uo = (cos oo). La largeur équi- 

valente de la raie d'absorption 

est alors exprimée par (1-16) pour un profil de Lorentz. Il est clair qu'en 

mesurant la largeur équivalente des raies spectrales formées dans une atmos- 

phère planétaire, il est possible d'obtenir des informations sur la pression, 

la température et la quantité d'absorbant. 

Dans le cas des raies faibles, si l'intensité est connue, il est 
ry 

possible de déterminer le nombre de molécules absorbantes N ; dans le cas 
'-b 

de raies fortes, on peut déterminer le produit N a~ p/po. L'examen simul- 

tané des raies fortes et faibles permet d'obtenir la pression. 

Si l'on étudie plusieurs raies de la même bande appartenant au 

même régime de la courbe de croissance, il est possible de déterminer la 

température de rotation. 

Considérons des raies correspondant à l'un des régimes de la 

courbe de croissance alors W(m) % sX(m) où m est le nombre quantique 



de rotation ; la variation de 1' intensité S(m) en fonction de la tempéra- 

ture est exprimée par (1-10) ; si m est assez grand, on peut négliger 

l'influence de la variation de la fonction de partition QR(T) avec la 

température et on peut écrire 

h c Log W(m) = x LogK - x - B(m-1) m + x  Log (m) 
kT 

( 1-22) 

rV 

N S b  
où K = -  

QR 
pour les raies faibles (x=I) 

4N c r ~  S b 
et K = 

OR 
pour les raies fortes (x = 112) 

Dans la courbe de croissance Log W = f (log(m)) , la quanti té d 'ab- 
rV 

sorbant N intervient dans l'ordonnée à l'origine et T dans la pente ; 
N N 

on peut de façon indépendante déterminer T et N (ou Np pour les raies 

fortes). L.Gray (1969) a appliqué cette méthode avec succès à l'analyse des 

spectres réfléchis sur Mars, et l'a généralisé au cas de Vénus, cas où 

cependant, la méthode n'est plus vraiment applicable. Nous verrons néanmoins 

que la détermination de la température des raies fortes, formées dans une 

atmosphère diffusante au moyen de cette méthode, reste correcte. 

( 1952)) . ------ 
Dans la pratique, l'atmosphère dans laquelle se forme la raie 

n'est pas uniforme et la pression, la température et le nombre de molécules 

absorbantes varient avec l'altitude. On négligera cependant la variation de 

la température avec l'altitude dont l'effet est beaucoup plus faible que 

celui dû à la variation de la pression. 

L'absorption monochromatique s'exprime, au lieu de (1-13), par 

et la largeur équivalente devient 

Dans le cas des raies faibles, la largeur équivalente 

est indépendante de la pression car, en intervertissant l'ordre des inté- 

grations, on obtient 



soit, avec (1-1) 

l'intensité étant indépendante de z si la température est constante. 

Dans le cas des raies fortes, la largeur équivalente étant indé- 

pendante du profil au centre de la raie, nous pouvons écrire 

l'intensité de la raie est indépendante de la pression et la demi largeur 

est proportionnelle à p (1-7). Donc 

La condition d'équilibre hydrostatique de l'atmosphère 

dp = -p ( 2 )  g (z) dz = -n (z) M g (z) dz, (1  -29) 

où M est la masse molaire du gaz, permet d'écrire en supposant que g varie 

où po est la pression au niveau du sol. 

Or, le nombre total de molécules contenues dans une colonne de lcm2 de 

section est 
f= 

d'où 

~'absor~tion monochromatique est donc 
% 

= 1 - exp (-~k,(v)/2), (1-31) 

ce qui correspond, d'après (1-28), à l'absorption obtenue pour un trajet 



homogène à la pression efficace 

pe = p0 /2 ( 1-32) 

En première analyse, on peut négliger l'influence des inhomogénéités en 

température sur la largeur équivalente, l'approximation (1-32) est donc d'un 

usage très général dans le modèle réfléchissant ; la température dérivée 

suivant la méthode (1-22) correspond alors à une valeur moyenne qui n'est 

associée à aucun niveau déterminé. 

V - ATMOSPHERES PLANETAIRES D IFFU SANTE S. 

11 est clair que la méthode qui vient d'être décrite et qui a 

donné d'excellents résultats dans le cas des atmosphères claires ne peut 

plus s'appliquer lorsqu'on considère des raies formées dans un milieu dif- 

fusant puisque le trajet réellement suivi par les photons n'est plus défini. 

Il est alors nécessaire de considérer simultanément les phénomènes de dif- 

fusion par les particules de nuage et d'absorption par les molécules. Nous 

rappellerons donc, ci-dessous, les paramètres caractéristiques du problème 

du transfert monochromatique en milieu diffusant. 

par ondes planes et tombant perpen- 

diculairement sur une tranche du mi- @ 

lieu absorbant et diffusant d'épais- 

seur dz. A la sortie de la tranche, - 
le flux sera 

1 ' )  Albédo Eour une diffusion. ------- ----- ------------ 
Soit un flux de rayonne- ____ZI 

ment monochromatique se propageant 

où d@1 = -(k, + kc) @dz est le flux perdu par absorption, 

dQ2 = - a @ dz est le flux perdu par diffusion ; 

* kc est le coefficient d'absorption des particules, 

dz 

* k, est le coefficient d'absorption du gaz ambiant défini précédemment, 

d 

* o le coefficient de diffusion qui dépend du nombre et du type de parti- 

cules diffusantes à l'altitude z et varie lentement en fonction de 

la fréquence ; nous négligerons cette variation dans les intervalles 

de frequence correspondant à la largeur des bandes d'absorption du 

gaz. 



Si, à l'altitude z, il y a Ni particule; diffusantes, sphériques, de 

l'espèce i, de rayon ai, u = 1 n ai Ni Fi (a) où F i  est la section 

efficace de diffusion, calculée par la théorie de Mie (1908). 

Pour un rayonnement monochromatique, nous aurons donc, pour une 

couche finie, non homogène, d'épaisseur Z, traversée sous l'angle 0, une 

transmission 

Nous appellerons "albédo pour une diffusion'' le rapport 

qui représente la probabilité de diffusion dans l'élément de volume situé 

à l'altitude z .  

2') Fonction de diffusion - Fonction de phase. .................................... ---- 
L'intensité diffusée dans une direction S ' ,  faisant l'angle O 

-+ 
avec la direction d'incidence s, 

par une particule d'espèce i, re- 

cevant l'éclairement E est 

dI(O) = E fi (@,A) dw ( 1 -35) 

-+ 
s où O est l'angle de diffusion, 

dw l'élément d'angle solide, 

X la longueur d'onde du rayonne- 

ment incident ; 

fi ( @ , A )  est la probabilité de diffusion dans la direction faisant l'angle O 

avec la direction d'incidence ; elle dépend de la nature, de la forme et des 

dimensions des particules d'espèce i. 

Le diagramme f en fonction de O est l'indicatrice de diffu- 

sion. Le calcul théorique de cette fonction a été effectué par Mie dans 

le cas de particules sphériques, cas auquel nous nous limiterons par la 

suite. Elle dépend de l'indice m et du paramètre a = 2n r/X où r est 

le rayon des particules. 

En admettant que la diffusion par une particule quelconque est 

indépendante de la diffusion due aux autres particules, on peut exprimer 

l'intensité diffusée par un élément de volume dv d'un milieu comportant 

divers types de particules ; si Ni désigne le nombre de particules de 



l'espèce i par unité de volume, nous écrirons 1 ' intensité diffusée par 
l'élément dv sous la forme 

En lumière monochromatique, et à l'échelle macroscopique, nous 

définirons une fonction de diffusion 

dont la variation avec la longueur d'onde est négligeable dans une bande 

d'absorption du gaz ambiant. Si f ( O )  est indépendant de 8, la diffusion 

est dite isotrope. 

On définit la fonction de phase P(8) par 

L'intégrale étendue à tout l'espace de £(O) représente le rapport de l'in- 

tensité diffusée dans toutes les directions sur l'éclairement incident (1-35), 

c'est-à-dire O, 

espace espace 

donc 

P(O) du = 4 n .  

espace 

En pratique, la fonction de phase est développée en série de polynômes de 

Legendre L 

La condition de normalisation (1-38) entraîne Bo = 1 

Pour un petit élément de volume 

cylindrique de surface de base 

et de hauteur ds autour de 
-+ 

la direction s au point M, si 

nous écrivons qu'il y a conserva- 

tion de l'énergie, nous aboutissons 

à la forme suivante 



expression générale de l'équation de transfert en rayonnement monochromatique. 
-+ 

IV (M,s) est la luminance énergétique monochromatique au point M du rayon- 
-+ + 

nement se propageant dans la direction s et Jv (M,s) est la fonction sour- 
i 

ce monochromatique au point M dans la direction s due à la diffusion et 

à l'émission. 

Dans la suite, nous assimilerons l'atmosphères à une couche "plane 

parallèle" où les propriétés sont constantes sur le plan horizontal, éclairée 

de façon uniforme sur sa face supérieure par un faisceau parallèle incident. 

-+ 
Repérons une direction quelconque s par l'azimuth $ et par le 

cosinus de la colatitude u = (cos 0) c'est-à-dire cos O = p pour 
71 

O G O 4 et cos O = -p pour 
2 

- 0 . Si .rr Fo est l'éclairement pro- 
2 

duit par le faisceau incident de direction (-uo,$,) sur le plan perpendicu- 

laire à cette direction, sur la face supérieure de la couche, l'équation de 

transfert s'écrira sous la forme 



en négligeant l'émission pour les longueurs d'onde que nous considérons ; 

Fo varie lentement avec la fréquence et nous pouvons le considérer comme 

constant dans de petits intervalles de fréquence. P(z;v,4; vq,4') est la 

fonction de phase à l'altitude z pour l'angle 8 entre les directions 

, et (v1,9')* 

Nous écrirons les conditions aux limites en exprimant le rayon- 

nement diffus reçu par la couche sur sa face supérieure et sur sa face in- 

férieure. 

On introduit, en général, la profondeur optique T, définie par 

dr, = - z )  + kC(z) + k,,(z)) dz (1-42) 

l'épaisseur optique de la couche 2st donc 

Avec cette notation, l'équation de transfert s'écrit 

Nous ne nous attarderons pas sur les méthodes de résolution de 

l'équation de transfert en milieu diffusant ; elles sont présentées dans 

un rapport de la Conmiission Internationale du Rayonnement (1974) et une 

&tude comparative de plusieurs d'entre elles a été effectuée par Devaux 

et al. (1973). Dans la suite, nous utiliserons essentiellement la méthode 

des harmoniques sphériques [~evaux et Herman (1 973)) . 



Figure 1-1. 

Profil d'une raie d'absorption 
- 1 

S = 0,028 cm-' (la-atm) , p = 50mb, T = 2 7 3 ~  

- 1 raie de Lorentz aL = 0,01 cm 

- 1 raie de Voigt - 1 
aD = 0,005 cm a~ = 0,01 cm 

Figure 1-2. 

Raie formée en milieu absorbant 
- 1 - 1  'L S = 0,028 cm (km-atm) , N = 0,72 km-atm, p = 50mb, T = 273K 

- 1 
raie de Lorentz aL = 0,01 cm 

- 1 raie de Voigt - 1 
aD = 0,005 cm aL = 0,01 cm 

Figure 1-3. 

Profil d'une raie formée en milieu diffusant 
- 1 - 1 

S = 0,028 cm (km-atm) , p = 50mb, T = 273K 

Nuage Vénus wc = 0,999 a = 60' 

(voir chapitre III). 

- 1 raie de Lorentz a = 0,01 cm L 

- 1 raie de Voigt - 1 aD = 0,005 cm a~ = 0,01 cm 
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La méthode utilisée pour interpréter les spectres formés dans 

des atmosphères claires et qui a été présentée au chapitre 1. nécessite 

que soit connu le chemin suivi par les rayons lumineux dans le milieu ab- 

sorbant. Dans le cas où l'atmosphère est à la fois absorbante et diffusan- 

te, ce chemin n'est pas connu et cette méthode n'est plus utilisable. Dans 

ce chapitre, nous exprimerons la largeur équivalente des raies formées en 

milieu diffusant au moyen de la distribution du chemin optique des photons 

diffusés. 

1. - LA DISTRIBUTION DU CHEMIN OPTIQUE. 
E 

Considérons une atmosphère diffusante, homogène et semi-infinie 

recevant sur sa face supérieure un éclairement incident Fo de direction 

et examinons l'intensité réfléchie dans la direction (p,O). 

L'albédo de diffusion à la fréquence v, dans une raie dlabsorp- 

tion du gaz ambiant, est définie d'après (1-34) par 

et nous appellerons albédo de diffusion dans le continu 

 intensité réfléchie dans le continu I(oc) est composée de 

photons qui ont suivi dans le nuage, au cours du processus de diffusion, 

un chemin optique X(h E (O,-)) ; soit p(A) dA la probabilité correspon- 

dant à un chemin optique compris entre X et A + dl, avec la condition de 

normalisation 

L'atmosphère étant homogène, la transmission à travers le gaz 

ambiant des photons qui ont suivi un chemin optique A, c'est-à-dire un 

chemin de longueur totale k = X/(a+kc) est, à la fréquence v 

et l'intensité réfléchie dans la direction (p,$) à la fréquence v est donc 



w 

I(Q = I ( W ~ )  1 p(~) exp (-kv ~/(a+kc)) dX 
O 

Posons 

Nous pouvons écrire 

où LrSX {p(X)} est la transformée de Laplace de p(X). 

Dans le cas d'une atmosphère semi-infinie, Irvine (1964) a donné 

l'expression de pn(A) correspondant à la fonction de distribution des pho- 

tons qui ont subi n diffusions 

-A n-l 
e X 

pn(X> = 1 

(n-1) ! 

l'intensité totale diffusée dans la direction (p,+) est donc 

00 CO e X -Ar -1 n-l 
e dh, I(o,) = 1 

n= l n= l (n-1) ! 

Posons 

I n c  = a, ( V , + ; P ~ , ~ ~ , ~ ~ )  I(uc), 

avec 'la condit ion 

nous obtenons 

et la fonction de distribution définie par (11-3) est alors 



II. - EXPRESSION DE LA LARGEUR EQUIVALENTY. 

Pour une raie formée au cours de la réflexion du rayonnement dans 

une atmosphère diffusante, la largeur équivalente est 

d'après la relation (11-3) et compte tenu de la normalisation de p(A) 

Inversons l'ordre des intégrations 

h 
où w(-1 est la largeur équivalente d'une raie formée par absorption 

u+kc 

au cours d'un chemin géométrique de longueur L = X/(a+kc) ; dans le cas 

d'une raie de Lorentz, W s'exprime par (1-16 et 1-17) au moyen de la fonc- 

tion de Ladenberg-Reiche, soit 

S X S olc M où Ab=- - -  , d'où b = - 
2.n aL o+kc 2n aL 

Dans cette expression, S est l'intensité de la raie, aL la demi- 

largeur de raie de Lorentz, M la "quantité spécifiquen introduite par Belton 

et al. (1968). 

M = n/u, 

et n est le nombre de molécules absorbantes présentes dans une colonne de 

section lcm2 et de longueur unité ; M représente donc le nombre de molécu- 

les absorbantes sur un trajet de longueur X = l / o  égale au libre parcours 

moyen de diffusion. Ainsi que nous l'avons vu au chapitre 1, nous exprime- 

rons l'abondance du gaz absorbant en km-atm et l'intensité S d'une raie en 
- 1 - 1 

cm (km-atm) ; le nombre de molécules absorbantes présentes dans un km-atm 



à la pression partielle p, = cp (c étant la concentration du gaz absor- 
L 

bant) est n = cp No x 105 (No étant le nombre de Lodschmidt) ; la quantité 
- 1  - 

spécifique s'exprime donc en km-atm ; si a est exprimée en km et p en 

atm, 

En remplaçant p(X) et W par leurs valeurs tirées de (II-IO) 

et (II-14), nous obtenons la relation (11-13) sous la forme 

a 00 -XAn- 1 
e -Ab 

2r a, Ab e ( I ~  (~b) + I~ (Ab)) dX, 
O n=l (n-1) ! 

Considérons l'intégrale 
r Q) 

où v et u sont des réels quelconques tels que v + p > -1. 

X 
Posans a = coth J i ,  t = - 

shilr 
, nous obtenons 

'+' jO e -t ch$ v 
J,,, (a) = sh t I (t sh$) dt. 

O 
1i 

(II- 17) 

Cette intégrale s'exprime au moyen des fonctions associées de Legendre par : 

(II- 1 9) 

où r (x+ 1) = x r(x) est la fonction factorielle. D'où 

Nous obtenons donc finalement pour la largeur équivalente 



III. - REGIMES LIMITES. 

1') Régime de raie forte (b grand) -- ----------------- -- ---- 
Le développement de -' (x) en série rapidement conver- 

pv 
gente suivant les puissances de I/x, pour x très grand et v différent 

d'un demi entier impair s'écrit 

P-p (x) = 
2v r (v + i / 2  ) v-,.l p-v ,,-vil 1 -2v 1 

x F(- - .  - -1 
v Jn- r ( ~  + p  + 1) 2 '  2 ' 2 'x2 

sin (V+U)R r(v-p+l) (x2-1) ~ / 2  - v + p + 1  p + v + 2  2v+3 
9 

(2x') 
l COS VTr 2 ' 2 '2 r (V + 312 

est la fonction hypergéométrique de Gauss. 

Dans le cas où v+p est un entier positif ou nul, la deuxième série dis- 

paraît totalement. En se limitant au premier terme de la série hypergéomé- 

trique, le développement de W pour b %- 1, s'écrit donc 

En remplaçant b par son expression (11-15) 

posons ( ~ ~ 1 ' ~  = 1: P" P(A) d~ ; 

Avec l'expression (11-10) de p(A) nous obtenons 

soit 

La largeur équivalente des raies fortes est donc proportionnelle au moment 

d'ordre 1/2 de p(X) ou 



F l / 2  W 2 2 (MS "L uc 11 ) (11-2 7) 

Il faut noter que cette expression pouvait être obtenue direc- 

tement à partir de l'approximation du régime fort des raies de Lorentz 

(1-21) en milieu purement absorbant 

Pour les photons qui ont parcouru un chemin optique total A, le nombre de 
?, 

molécules rencontrées sur le parcours est N = M wcA et 

d'où d'après (11-10) et (11-1 3) 

avec 

qui est équivalente à (11-26) et (11-27). 

2") Régime de raie faible. -- ------------------ 
On obtiendra le régime de raie faible pour b petit ou 

- F i  
x = (b+l ) / m) 2 l. Pour lx- l / < 2, le développement de P (x) , pour 

entier, positif ou nul s'exprime sous la forme 

Ecrivons W donné par (11-21)  sous la forme 

Le deuxième terme de la série h~per~éométrique intervenant dans (11-28) est 

pour les premiers ordres de diffusion 
E2  

est négligeable, pour les ordres 

plus élevés 
1 

E2 u - (nb12, nous pouvons donc limiter le développement de 
2 



la série hypergéométrique à son ~remier terme dans le cas où (nb)' 4 1, 

c'est-à-dire pour des ordres de diffusion pas trop élevés (n < N): En te- 
x 

nant compte de y = eXLogy, nous obtenons 

soit en remplaçant b par son expression (11-15) 

Dans le cas où les ordres élevés n'interviennent que de façon 

négligeable (oc < 1), nous obtenons le régime linéaire 

où < h > est le chemin optique moyen, défini par 

ou, d'après (11-10) 

De façon générale, nous définirons le chemin optique efficace 

A en exprimant que la largeur équivalente d'une raie formée en atmosphère 

diffusante est égale à celle d'une raie formée dans un milieu purement ab- 

sorbant possédant la même concentration en molécule absorbantes pour un tra- 

jet de longueur L = A/(a+kc) 

Wa (Ab) = Wd (b) = 11 p(X) w(X b) a 

Wa(b) est exprimée, pour une raie de Lorentz, par la fonction de Ladenberg- 

Reiche (11-14). 

Dans ces conditions, les valeurs extrêmes du chemin optique effi- 

cace sont, dans le cas des raies faibles 



et, dans le cas des raies fortes 

3') Cas du continuum faible. 
------------------mm--- 

Dans le cas où 1 - w ,  @ 1 ,  il est nécessaire de prendre en compte 

des ordres de diffusion très élevés ; or le développement asymptotique de 
U Pu (x) pour v très grand s'écrit 

1 -- ~(v+I/z) e(~+l)c 1 1  1 
P: (ch 5 )  = 

{n(e25 - I )]ln r(v + I +PI ' I e21 - 1 

avec ch C = b +  ' . c'est-à-dire e2' - 1 = 2b. 

Le deuxième terme de la série hypergéométrique dans (11-35) est alors 

v étant, ici, identique à n. 

si vb % 1 ,  nous pourrons limiter le développement de la série 

hypergéométrique à son premier terme et compte tenu de 

r(n + 1 / 2 )  1 
r(n+i) 

pour n 3- 1, 

nous obtenons 

Wn (b) 2 an aL J(2n bn) 

La largeur équivalente s'écrit donc 

Nt-l in 
W = 1 Wn (b) + MS ciL uC 

n= l 
[ ) i 

n=N ' 



Dans le cas des raies fortes, ie régime est toujours en racine 

carrée ; dans le cas des raies faibles, il faut combiner les relations (11-31) 

et (11-37) 

Le régime linéaire ne peut donc être obtenu que si an est négli- 

geable pour n > N; si an est négligeable pour n > NI seulement il y a 

superposition d'un régime linéaire et d'un régime transitoire ; enfin si a, 

n'est négligeable que pour n 3- N' le régime en racine carrée se superpose 

aux deux précédents et peut même être prépondérant. 

Cherchons la condition pour laquelle le régime linéaire sera 

prépondérant. Nous savons que chaque ordre de diffusion est proportionnel 
n 

à wC, donc 

et la contribution des termes tels que n > N sera négligeable si 

e -N(l-wc) = E 4 1, ou N(1-w,) = X S l ; (11-40) 

d'autre part, nous avons établi au paragraphe (III-b) la condition < 1 

(11-41). 

Pour avoir le régime linéaire, ces deux conditions doivent être 

vérifiées, ce qui exige 

c'est-à-dire X étant très supérieur à 1 ,  



Posons 
S M a  - 2b - -  

= T aLkc 1-wC ' 

q représente alors, d'après (II-15), le rapport du coefficient d'absorption 

au centre de la raie sur le coefficient d'absorption du continu ; nous trou- 

vons ainsi la condition exprimée par Chamberlain (1970) pour que le régime 

linéaire subsiste avec un continuum faible 

Dans le cas où les ordres de diffusion élevés interviennent de 

façon importante (q > l), nous pouvons utiliser le développement asymptotique 

donné par Irvine (1970) pour l'intensité du rayonnement sortant d'une atmos- 

phère semi-infinie après n diffusions 

qui donne 

Etudions alors le comportement des termes correspondant à n > N' 
dans l'expression (11-38) 

pour n % 1 ,  la somme peut être remplacée par une intégrale et nous obtenons 

soit 
a. 

A [ el (( 1 NI) -$ 132 ((1 -wC) N ' )  1 1 Mn r (M S a L  uc) 1 
nnN ' 

expression trouvée par Irvine (1970b) ; lorsque wc + 1 ,  cette expression est 



divergente, autrement dit fa l a r g e u r  é q u i ~ a l e ~ ~ e  d ' u n e  raie de Lorentz est 

infinie pour un continu sans a b s o r p t i o n .  

Nate : On trouvera une étude complète des fonctions de Legendre dans - 
L. Robin (1958). 



CHAPITRE I I I  

APPROXIMATION DE LA FONCTION DE DI STRI  BI'T I O E  - - ----- - -- - -- -- 

ET EXEXPLES D'APPLICXTIOK 



La distribution du chemin optiquc des photons diffusés p(A) a 

permis l'étude des propriétés des largeurs équivalentes des raies spectrales 

formées dans une atmosphère diffusante. Cependant, nous avons été jusqu'à 

présent limités au cas de couches semi-infinies pour lesquelles la méthode 

des ordres successifs de diffusic~n permet de calculer p(A) par l'inter- 

médiaire de la relation (II-IO). D'autre part, l'utilisation même de cette 

méthode est, en fait, très lourde et peu efficace ; il faut en effet, calcu- 

ler la contribution de chaque orcre à l'intensité diffusée et la convergence 

de la méthode est de plus en plu lente lorsque l'albédo de diffusion wc 

tend vers 1. Dans ces conditions et malgré des développements asymptotiques 

( ~ e s u ~ i  et Irvine (r970), Van de Hulst (1 970)) qui permettent d'améliorer 

la convergence, cette méthode est assez peu utilisée (~rvine et Appleby 

( 1  973)) . 

Kargin et al. (1972), Irvine et Appleby (1973) ont utilisg une mé- 

thode de Monte Carlo. Son principal avantage est qu'elle permet d'obtenir la 

fonction de distribution, quelque soit le type de milieu diffusant considéré 

qui peut être fini, inhomogène et éventuellement être d'une géométrie quel- 

conque. Cependant, si cette méthode ne possède théoriquement pas de limite 

quant aux cas à étudier, elle est en général encore plus longue que la méthode 

des ordres successifs et demande des moyens de calcul importants ; dans le 

cas de milieux plan-parallèles, il vaut mieux rechercher une méthode plus 

économique. 

L'expression (11-5) de la définition de p(A) au moyen de la trans- 

formée de Laplace 

suggère une autre méthode : si l'intensité diffusée dans une direction donnée 

est connue comme une fonction de wy le calcul de p(A) se ramène au pro- 

blème de l'inversion de la transformée de Laplace. La fonction I(W,,)/I(W~) 

n'est pas connue de manière analytique mais uniquement par valeurs discrètes 

obtenues par résolution de l'équation de transfert, pour des valeurs discrè- 

tes de w, ; il n'est donc pas question d'utiliser l'inversion de Mellin- 
Fourier ; Belman et Kalaba (1966) ont proposé une méthode qui consiste à 

remplacer l'intégrale de la transformée de Laplace par une quadrature de 

Gauss, on obtient alors un système linéaire qu'il suffit d'inverser pour 

obtenir des valeurs discrètes de p(A). Cette méthode a été utilisée pour 



la fonction de distribution par Heinrich : ;773) .  Malheureusement elle est 

très instable, la matrice du système étant tres mal conditionnée et il faut 

alors recourir a des techniques de lissage ; de plus, le fait de ne connaî- 

tre p(A) que pour un nombre de valeurs de X égal au nombre de valeurs 

de oV pour lesquelles a été résolue l'équation de transfert est un incon- 

vénient majeur. Nous avons donc préféré rechercher une approximation précise 

de la fonction I()/1(wc) sous une forme simple permettant d'obtenir 

p(A) par simple inversion de la transformée de Laplace. 

1. - LES APPROXIMANTS DE PADE 

On appelle approximant de Padé, {N,M) de la fonction f(z), le 

quotient d'un polynôme de degré M par un polynôrne de degré N 

Les coefficients de ces polynômes sont déterminés en égalant 

les termes de même puissance de z dans l'expression 

avec Q(o) = 1 .  

De nombreux ouvrages ont été consacrés aux approximants de Padé 

et une liste de références est fournie à la fin de ce volume. Il s'agit 

d'une technique qui doit être considérée comme une méthode de prolongement 

analytique. Elle est d'un usage très courant dans certains domaines de la 

physique, particulièrement lorsqu'on connaît les premiers termes du dévelop- 

pement en série de puissances d'une fonction dont on recherche les proprié- 

tés. Les approximants de Padé sont aussi très directement reliés aux métho- 

des d'accélération de convergence en analyse numérique (~rezinski (1973)). 

On ne connait pas, actuellement, de théorème général de conver- 
1 l gente des approximants de Padé mais Baker (1965) en a défini une conjecture" : 

- si f(z) est une série de puissances de z qui représen- 

te une fonction régulière pour 1 zl < 1, excepté pour z = + 1  où la fonc- 

tion est supposée continue pour les points tels que 1 zl < 1 ,  

- alors il existe au moins une sous séquence {N,N), des 

approximants de Padé, qui converge uniformément vers f(z) dans le domaine 

f o m é  en enlevant l'intérieur de petits cercles centrés aux pôles, et est 

uniformément continue à z = +1  pour 1 z l  < 1 .  



Dans le cas où l'intensité ré '-chie en milieu infini est connue 

pour chaque ordre de diffusion, nous avons vu au chapitre II (relation 11-9) 

et (11-4) qu'elle pouvait s'exprimer sous la forme 

Les coefficients a, correspondent à des valeurs réelles de oc 

comprises entre O et 1 ,  ils scnt réels et forment une série convergente. 

La série (111-5) est donc unifcrmément convergente dans le domaine de rayon 

unité, frontière comprise. 11 existe donc, probablement dfaprès la conjecture de 

Baker une sous-séquence {N,N) (uv/uC) qui converge uniformément vers 

1(~)/1(~) dans ce domaine lorsque N 

La fonction de distribution p(X) est la transformée de Laplace 

inverse de la fonction 1 r / I c  où r = (oc/wv - l ) ,  nous utiliserons 

donc llapproximant {N,M) (r) qui se déduit directement de {~,~}(w,/w,). 

Lorsque r tend vers l'infini (wv +O), la fonction I(r)/I(wc) tend 

vers O, ce qui exige que le degré du numérateur P(r) soit inférieur à 

celui du dénominateur, l'approximant cherché est donc de la forme { N , N  - J I .  
Considérons maintenant le comportement de la fonction rI(r)/I(w,) lorsque 

r tend vers l'infini ; d'après (111-5) 

ai étant fini et non nul, il s'en suit que J=1. Lrapproximant cherché est 

donc du type {N,N - Il. 

II. - INTERPOLATION PAR DES FRACTIONS RATIONNELLES. 
En général, il est possible de connaitre l'intensité diffusée 

pour un certain nombre de valeurs de w , 0 1.. 2N-l), au moyen 

d'une méthode quelconque de résolution de l'équation de transfert. Nous 

proposons donc de rechercher une interpolation de la fonction 

( r )  = ( r ) ( )  au moyen d'une fraction rationnelle de r, du même type 

que l'approximant de Padé {N,N-I~ (r), donc de la forme 
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et telle que 

c 
pour i = O , ]  ... 2N-1 avec ri = - - 

W 
1 

v i 

Il faut noter que ce problème n'a pas toujours de solution, et 

que, lorsqu'il en a une, elle peut ne pas être unique (~untzmann (1958)). 

Il est possible de résoudre directement le système linéaire (111-8) 

(~ou~uart (1 974)) , cependant cet te méthode présente certaines instabilités 
dues au mauvais conditionnement de la matrice du système. En particulier 

des pôles de s(r) apparaissent pour des valeurs positives de r et bien 

que le résidu correspondant soit en général très faible, il s'en suit une 

perte de précision qui peut être relativement importante. C. Brezinski m'a 

alors proposé d'utiliser la méthode des différences réciproques et la formu- 

le d' interpolation de Thiele  i il ne et Thomson (1 965)) . 

On trouvera une étude des principales propriétés de l'Algorithme 

d'interpolation proposé (appelé p Algorithme) dans la thèse (1971) et dans 

le cours d'Analyse Numérique de C. Brezinski (1973) qui propose la rédaction 

suivante. 

Soit f (x) ,une fonction connue pour les valeurs x o,X1- • 'X2N-lde 

la variable x,et supposons tous les x différents. On appelle différence n 
réciproque d'ordre O la quantité 

On définit de même 

et de façon générale 



Posons 1 = Gk (X . , x ) . La r e l a t i o n  précédente devient 
k n+k 

X  
n+ 1 n+k+ l - X n + n 

k+l = * k-1 
G;+l 

Y 
n - $k 

pour k =O,]. .. 2N -2 et n = O,] ..., 2N - k - 2. 
A parti* des différences réciproques,on peut développer f ( x )  en 

fraction~continue à l'aide du système dwlations 

x - X  
O 

f (x) = *O + Y * *  (x,xo) 

d'où x - X  O 
f (x) = a O + 

a 1 + x - X  1 

- 
avec a = +: , a I - 

pour k > 1 (III- 1 1 ) 

En arrêtant la fraction continue à l'ordre k, nous obtenons le 

ke approximant de f(a) qui peut s'écrire sous la forme d'un quotient 

deux polynomes A~(x)/B~(x). C'est une fonction de l a  quantité ( x - ~ ~ - ~ ) / u ~ ,  

que nous écrirons sous la forme 



Mous poserons 

% (x) = q Lk (x) + (X - \ - I )  Y< (XI 3 

supposons la fraction continue a rétée à l'ordre k,elle peut donc s'écrire 

sous la forme,i\k(x) / Bk(x) et 1i s polynômes Ai(x) et B,,(x) sont conniis .  

' -  Xk 
Si l'on remplace ak par a k + - - la fraction étant alors arrétée 

à l'ordre k+l on doit ak+ 1 obtenir Atil (x) et Bkrl (x) . 

et de même pour Bk+ (x). 

Ces relations sont satisfaites en posant 

c'est à dire 

Lk+l (XI = a Lk (XI + ( x - Lk-l (4 ; Ak(x) = $+](XI . 

Les formules de récurrence permettant d'obtenir les polynômes Ak(x) et 

Bk(x) sont donc 

(III- 12) 



Compte tenu de 

il faut commencer la récurrence avec 

- = 1 , A-] = 1 , B-] - A. - ao, Bo - o .  (III- 13) 

n n 41 reste à déterminer les coefficients a. et b. (i = o.. .n) 
1 1 

c~rrespondant respectivement aux polynômes A (x) et Bn (x). Pour cela nous n 
allons tout d'abord démontrer qu< les polynômes A2k, A2k-1, B2k sont de 

degré k et les polynômes B s( nt de degré k - 1. La propriété est vraie 
2k- 1 

pour k = 1 (voir ci-dessus), suplosons la vérifiée à l'ordre k et démontrons 

qu'elle l'est à l'ordre k + 1. 

A partir des formules de récurrence (III-12),nous pouvons +écrire 

Nous poserons donc 

(III- 14) 



(III- 15) 

B-l  (x) = bo 1 - - 

La r e l a t i o n  de récur rence  (III- 12)  s ' é c r i t  pour AZk- (x) 

d 'où 

(III- 16) 

En opérant  de l a  même manière pour l e s  a u t r e s  polynômes nous 

obtenons : 

(III- 1 7 )  



(III- 19) 

Puisque les pôlynômes B2k- 1 (x) sont de degré k - 1 et les poly- 

nômes A (x) de degré k, 1 ' approximant A2k- (XI / B2k- (x) est du type 
2k- 1 

{ k-1, k) or nous recherchons,pour la fonction g(r),un approximant du 

type { k, k-1 1 , (r) / Bîk- (r) correspondra donc à 1 /g(r) = f (r) 

Le calcul pratique s'effectue donc de la façon suivante: 

- calcul des différences réciproques par l'intermédiaire des relations 
(111-9) et (III- 1 O) avec $: = 1 / g  (rn) 

- calcul des coefficients ak par (111-1 1) 

- initialisation des coefficients a et b par (111-15) 
- calcul des coefficients a et b par les relations (111-16) à (111-19) 

de façon alternée (111-16) et (III-18), puis (111-1 7) et (111-19) etc.. , 
2N-1 et en terminant à l'ordre k = N par le calcul des coefficients a 

III - CALCUL DE LA FONCTION DE DISTRIBUTION p(X) - 

La fonction 1 (r)/I ( w ) est donc maintenant connue sous la 
C 

forme d'une fraction rationnelle PN-] (x)/ QN(x),souvent appelée approximant 

de Padé de type II; la fonction de distribution p (A) est la transformée de 

Laplace inverse de cette fraction rationnelle 

soit N y 
p(h) = 1 , 

m= 1 



e où 
'm 

est le m pôle de la fraction rati-~nnelle et A est le rési-du cor- m 
respondant : 

La condition de normalisation de p (A) impose 

L'expression du chemin optique mayen <A>parcouru,dans le nuage,par les photons 

diffusés a été donnée au chapitre II 

m 

<A, = ( A p ( A )  dX , 
O 

en remplaçant p ( A )  par son expression (111-20) ,on obtient 

Nous avons également introduit le moment d'ordre 1/2 de p (A) 

F 
si p ( A )  est connue sous 1 a forme (111-20) , A s 'exprime donc par 



IV - TESTS NUMERIOUES 

La fonction 1 (av) / 1 ( wc) est réelle et ne possède ni pôle, 

ni racine sur l'intervalle 1 O, wc ),la fonction 1 (r)/I ( wc) est donc, 

elle même,réelle et ne possède ni pôle,ni racine sur l'intervalle { O, 

et les racines 
'm 

sont soit complexes conjuguées,soit négatives si elles 

sont purement réelles. De plus la fonction p ( A )  tend vers O lorsque X croît 

indéfiniment,les parties réelles de y sont donc négatives. m 
En fait l'expression de 1 (r)/ 1 ( w ) sous la forme d'une fraction 

C 

rationnelle,nfest qu'une approximation,et dans la pratique il apparaît 

encore parfois des pôles à partie réelle positive; toutefois les résidus 

sont toujours très faibles,beaucoup plus que dans le cas de l'inversion directe 

du système (111-8) et les négliger introduit en général une faible erreur 

sur p (A). On peut remarquer que l'apparition d'un pôle positif amène à 

remplacer la fraction rationnelle P (r)/Q (r) par la fraction rationnelle 
N- 1 N 

'N-2 
(r)/ QN-] (r) si le pôle est réel ou PN-3(r)/ QN-Z(r) s'il est complexe. 

Mais PN-2(r)/QN-,(r) peut être obtenue directement à partir de 2N-3 valeurs 

de la variable r ; lorsque le résidu est trop important, on peut donc recal- 

culer directement la fraction rationnelle d'ordre immédiatement inférieur, 

cequi-bonne, en- général, de meilleurs résultats. .- 

On a testé la précision de la méthode dans le cas d'une fonction 

de la forme 

f (x) = - 
K 

e EK ai -six 
i= l 

dont on suppose la transformée de Laplace connue en un certain nombre de 

points ; par l'intermédiaire de la méthode exposée ci-dessus on peut donc 

obtenir une approximation de f(x) que l'on compare à la fonction exacte. 

De façon à ce que les fonctions tests ressemblent quelque peu 
- 3 

aux fonctions de distribution p(A) , on a choisi ai = 2i. 10 . 

Pour la première fonction test, K=4 et on dispose de la valeur . 
-5 -4 -4 -3 - 3 

de la transformée g(r) en 8 points ri =O,IO , 10 , 5.10 , 10 , 2.5 IO , 
-2 - 1 

10 , 10-1 et 5.10 . Le choix de ces valeurs est dû au fait que la fonc- 
tion à interpoler est rapidement croissante au voisinage de r=O. La figu- 

re (111-1)   rés ente l'erreur relative [f (a) - fa(x)) / (f (x)) , où f,(x) 

correspond à llapproximation,pour deux ordres d'approximation différents : 

N=4 et N=3. On a aussi fait varier le nombre de chiffres significatifs 

présents dans les données. 



Lorsque le nombre de chiffres significatifs diminue,l1interpo- 

lat,ion fait apparaître des pôles positifs de la fraction rationnelle, les 

résidus correspondant sont en général très faibles et l'approximation de 

la fonction inverse reste quand même assez bonne. Dans le cas ne4 et 

4 chiffres significatifs, il est apparu en effet un pôle positif pour 
- 9 

r = ],O7 1om3, mais le résidu correspondant vaut -4.5 10 (les autres 
- 4 

résidus sont de l'ordre de 10 ) et l'erreur maximum sur f(x) reste infé- 

rieure à 1 %. 

Pour trois chiffres significatifs seulement, deux pôles apparais- 

sent mais les résidus correspondant sont beaucoup plus importants et l'erreur 

maximale atteint 7 %. Pour trois chiffres significatifs toujours, mais à 

l'ordre d'approximation inférieur (N=3), il n'y a plus de pôle positif 

et l'erreur maximum est à nouveau inférieure à 1 %. On peut noter enfin que 

dans le cas où les données ne sont connues qu'avec deux chiffres significa- 

tifs, l'erreur maximum ne dépasse 5 % que pour x > 200 ; si, au contraire 
les données sont connues avec 8 chiffres significatifs les pôles et les ré- 

- 5 sidus correspondant sont à 10 près ceux de la fonction exacte. Le p Algo- 

rithme permet ainsi, connaissant précisément une fonction pour un certain 

nombre de valeurs positives de la variable, d'en déduire la position des 

pôles appartenant au demi-axe des réels négatifs. 

Pour la deuxième fonction test (fig. 111-2) K =10 et on a essen- 

tiellement étudié l'influence de l'ordre N sur la précision de l'approxi- 

mation. Le calculateur sur lequel ont été effectuées ces comparaisons est un 

calculateur de bureau HP.9810 et sa capacité mémoire n'a pas permis de 

tester les ordres d'approximation supérieurs à 5. Dans ces conditions, et 

pour 6 chiffres significatifs, l'erreur maximum atteint 4 % pour N=5, 

9 X pour N-4 et près de 3 0  X pour N = 3 ,  qui est un ordre d'approximation 

manifestement trop petit. Cependant la précision de la méthode reste bien 

meilleure sur deux grandeurs déjà introduites dans ce chapitre et dont 

nous verrons l'importance par la suite : le chemin optique moyen < X > 
F 

et le chemin efficace correspondant aux raies fortes A qui représentent 

les moments d'ordre 1 et 1/2 de la fonction de distribution 

Le tableau (111-1) permet de comparer les valeurs obtenues par 



interpolation aux valeurs exactes. On remarquera qu'à l'ordre N=3 et pour 

des données connues avec 4 chiffres signiricatifs, la précision reste meil- 

leure que 1 % sur ces deux grandeurs. 

TABLEAU 111-1. 

H.C. Van de Hulst (1975) a développé une autre méthode permettant 

d'obtenir la fonction de distribution au moyen de développements quadratiques 

valables pour les faibles valeurs de A et d'un développement asymptotique 

valable pour les grandes valeurs de A et dérivé de l'expression asymptotique 

des grands ordres de diffusion (van de Hulst (1970)) . 

Ordre d'approximation N 

Nombre de chiffres 
significatifs 

< A >  

X  

Dans le cas d'un nuage semi-infini, isotrope et parfaitement dif- 

fusant (wc=l), il a comparé la fonction de distribution ainsi obtenue à 

celle dérivée des ordres successifs de diffusion par simple somation (voir 

chapitre précédent) et à celle obtenue au moyen de la méthode que nous pro- 

posons. Ces résultats sont présentés au tableau 111-2, nous y avons rajouté 

les valeurs de p(X) correspondant aux valeurs de A supérieures à 100 que 

nous ne lui avions pas communiquées. 

Il faut remarquer que pour les grands X les valeurs de p(X) 

oscillent lorsqu'on augmente l'ordre d'approximation alors qu'elles restent 

stables pour les faibles A .  Nous savons que pour un albédo continu wc=l 

le chemin optique moyen est infini (voir au chapitre précédent l'expression 

de la largeur équivalente des raies faibles qui est proportionnelle à < X > 
lorsque wc tend vers l), or dans le cas présent, nous avons trouvé 

< X  > = 432 ; pour un autre choix de points d'interpolation privilégiant 

d'avantage les points tels que wv soit voisin de 1 nous avons obtenu 

5 

5 

199,83 

85,90 

5 

4 

199,85 

85,94 

5 

3 

192,21 

84,93 

5 

2 

206,47 

88,83 

4 

4 

199,85 

85,96 

3 

4 

199,18 

85,98 

Exact 

- 

199,805 

85,92 

-- 



TABLEAU III. - 2 .  

Distribution du chemin optique pour la réflexion sur une atmos- 
phère isotrope, conservatrice et semi-infinie. 

Incidence et émergence perpendiculaire 

D'après H.C. Van de Hulst. 

D 

X 

O 
I 

0 9 1  

0 9 2  

O , 4  

O , 5  

1 

2 

4 

5 

1 0  

2 0 

4 0 

5 O 

80 

1 0 0  

2 0 0  

400 

500 

I O 0 0  

- 

Ordres 

successifs 

p(A) 

. 1 1  8 2 7  

. 1 0 1 9 f  

. 0 8 8 7 t  

. O 6 9 0 2  

. O 4 5 4 4  

. O 3 8  1 3  

. O1 9 4 8  

. O 0 8 5 5  

. O 0 3 4 0  

. O 0 2 4 9  

. O01 2 8  

Expansion 
quadra- 
tique. 
H.C. Van 
de Hulst. 

P ( X >  
approx. 

. 1 1 8 2 7  

. 1 1 4 7 2  

. 1 1 1 3 3  

. 1 0 5 0 4  

. 1 0 2 1 4  

. O 9 0 0 2  

Approxlma- 
tion de 
Padé 

N= 7 

P ( A )  

. 1 1 4 7 1  

. I l 1 3 2  

. 1 0 4 9 6  

. 1 0 1 9 8  

. O 8 8 7 6  

, 0 6 9 0 0  

. O 4 5 4 2  

. O 3 8 0 9  

. O1 9 4 3  

. O 0 8 5 5  

. O 0 3 4  1 

. O 0 2 4 7  

. O 0 1 2 9  

. O 0 0 9  5 

. O 0 0 3 6  

. O 0 0  1 0 4  

. O 0 0 0 7 6  

. O 0 0 0 3  6 

Expression assymptotique 
pour X grand 

de Hulst) 

Facteur 
de cor- 
rection 

' c  

1 . O 0 0  

1 . O 8 3  

1 . 1 1 8  

1 . 1 3 4  

1 . 1 3 2  

1 . 1 0 4  

1 . O 7 0  

1 . O 4 2  

1 . O 3 4  

1 . O 2 2  

1 . O 1 8  

1 . O 0 9  

1 . O 0 5  

1 . O 0 4  

1 . O 0 2  

avec fac- 
teur de 

' correct ion 

P(A) 
approx . 

.O 1 9 8 4  

. O 0 8 6 0  

. O 0 3 4  1 

. O 0 2 5 0  

. O 0 1  2 8  

. O 0 0 9  3 

. O 0 0 3 3  7 

. O 0 0  1 2 0  

. O 0 0 0 8 6  

. O 0 0 0 3  1 

(H.C. Van 

terme 
principal 

= A +  1 / 1 

. I l 8 2 7  

. O 8  1 9 8  

.O61  7 5  

. O 4 0 0 7  

. O 3 3 6 6  

. O1 7 6 0  

. O 0 7 9 9  

. O 0 3 2 7  

. O 0 2 4 2  

.O01  2 5  

. O 0 0 9  1 

. O 0 0 3 3 4  

. O 0 0 1 2 0  

. O 0 0 0 8 6  

. O 0 0 0 3  1 



< A > = 805.  Il est donc clair que la méthode d'interpolation de l'intensité 

par une fraction rationneile ne permet pas d'obtenir avec précision la fonc- 

tion de distribution pour les grandes valeurs de X lorsque wc = 1 .  Cepen- 

dant, le cas d'un nuage parfaitement diffusdnt est un cas théorique et la 

présence d'une absorption continue, même très faible, rendant négligeable 

la probabilité d'un chemin optique très grand, la méthode redevient très 

précise et donne d'excellents ré~ultats. 

Nous avons aussi testé la stabilité de la méthode pour un cas 

réel, en calculant la fonction de distribution correspondant à un nuage 

semi-infini, de paramètre de MIE a = 2n r/X = 2 ,  pour wc = 0 . 9 5  et pour 

les directions d'incidence et d'cmergence p = po = 1 .  Nous avons effectué 

l'inversion pour différents ordrts d'approximation depuis N=3 jusqu'à N=8 ; 

les résultats sont présentés, poir différentes valeurs de X au tableau 111-3 

ainsi que ceux obtenus par les o~dres successifs de diffusion, à partir de 

la relation ( I I - I O ) .  Dans ce dernier cas, on n'a tenu compte que des 40 prc- 

miers ordres, ce qui représente une erreur inférieure à 1 % pour X < 40. 

O n  remarquera la très grande stabilité des résultats, principalement pour 

les faibles valeurs de A .  L'imprécision maximum est d'environ 5 % pour 

A < 25 et N=3, valeur pour laquelle l'interpolation et l'inversion n'ont 

nécessité que le calcul de 5 intensités différentes de celle du continu. 

Dans le cas N=4 qui nécessite 7 intensités exactes (calculées pour w, 
égal à 0 , 4  ; 0 , 5  ; 0 , 7  ; 0 , 8  ; 0 , 9  ; 0 ,92 )  l'erreur maximum est 2 1°/oo 

pour X < 25 et n'atteint que 5 % pour X = 100, valeur pour laquelle la 

fonction p(X) devient très faible. 

TABLEAU 111-3. 

Sensibilité de p(X) à l'ordre d'approximation N 

Les chiffres en exposant représentent les puissances négatives de 10. 

N= 8 

2 .  33832 

2 .  33362 

2 .  324g2 

2 , 3 2 0 5 ~  

2 . 3 4 1 3 ~  

2 . 6 0 7 6 ~  

3 . 0 5 0 4 ~  

5 . 1 6 1 3 ~  

6 .  37472 

4.  732g2 

9.7081 

4.4677" 

3 .  72955 

N= 5 

2 .  33752 

2 .  33302 

2.  32472 

2 . 3 2 0 7 ~  

2 .  34272 

2 . 6 0 8 6 ~  

3 . 0 4 9 8 ~  

5 . 1 5 9 8 ~  

6 .  37522 

4.7295* 

9.695g3 

4.  55404 

3.44335 
- - 

Ordres 
successifs 

2 .  33632 

2 .  33222 

2 .  32482 

2 . 3 2 1 6 ~  

2 .  34622 

2 . 6 1 5 2 ~  

3 . 0 5 7 2 ~  

5.1 6462 

6 .  37782 

4. 73612 

9 .  71913 
- 

N =4 

2 .  33882 

2 .  33402 

2 .  32502 

2 . 3 2 0 5 ~  

2 . 3 4 1 0 ~  

2 . 6 0 6 8 ~  

3 . 0 4 9 9 ~  

5 . 1 5 2 4 ~  

6 .  37252 

4.7334' 

9 .  68253 

4 . 5 4 1 9 ~  

3. 264g5 
A-- - -- 

X 

0.01 

0 .0241 

O. 063  1 

O. 1 

O. 25 1 

O. 6 3  1 

1 

2.51 

6.31 

1 O 

25.1 

63.1 

1 O0 
-- - . _ 

N= 3 

2. 32462 

2 . 3 2 3 i 2  

2 . 3 2 1 6 ~  

2. 32322 

2. 35922 

2 . 6 2 0 3 ~  

3 . 0 3 5 8 ~  

5 . 1 3 7 2 ~  

6 . 4 ~ 2 7 ~  

4. 58452 

1 . 0 5 4 6 ~  

2.  86844 

8. 637g6 
_ _  __ - 



V. - EXEMPLES DE FOECTIOYS DE DISTRIBUTIOR DU CHEMIN OPTIQUE 

A titre d'exemple, on a caicul? les fonctions de distribution 

p(X) dans le cas d'un nuage semi-infini dont l'albédo wc vaut 0,99 pour 

différentes fonctions de phase (isotrope, Rayleigh, monodispersées de para- 

mètre de MIE a = 2n r/A = 5,10 et 20 et deux granulométries) pour les di- 

rections P = po = 1 (f igure (111-3) et po = 1 , u = 0.5 figure (111-4)) . 
L'indice est n = 1,33. 

Les granulométries sont du type 
a 

n(r) = a r exp(- bry) 

où n(r) représente le nombre de particules de rayon r par rapport au 

nombre total de particules par unité de volume. Dans le cas de la brume choi- 

sie (type L de Deirmendjann (1969)) le rayon critique des gouttes, c'est- 

à-dire le rayon pour lequel la distribution est maximum vaut rc = 0 . 0 7 ~  
6 

et a = 2, y = 1 1 2 ,  b = 15,1186 ; et pour 100 gouttes par cm3 a = 4,9757 10 . 
La granulométrie correspondant au nuage est un modèle C l  du même auteur, 

elle est représentative de la distribution des gouttes dans un cumulus. Le 

rayon critique est rc = 4~ et a = 6, y = 1, b = 3 / 2 ,  a = 2.373. La fonc- 

tion de phase dépendant de la longueur d'onde, on a fixé la valeur de celle- 

ci à 4p pour les deux directions étudiées. On peut remarquer que les dis- 

tributions correspondant aux diffusions isotrope et Rayleigh sont fort peu 

différentes et sontcontinuellement décroissantes. Dans le cas p = po = 1 ,  

seule la distribution correspondant à a=5 présente un maximum situé vers 

X = 13. 

Le rayon moyen des gouttes, dans le cas de la brume, étant très 

petit, il n'est pas surprenant de trouver que la distribution correspondante 

garde une allure assez semblable à celle de la diffusion Rayleigh. Dans le 

cas des particules sphériques, la fonction de phase P(c) (voir chapitre 1.) 

possède à la fois une pointe arrière (6 = 180') et une pointe avant (6 = 0) 

qui augmentent avec la dimension des particules, ou pour un nuage de parti- 

cules monodispersées avec le paramètre de MIE a (voir figure (111-5)). Pour 

des particules très petites (a 2 O), la fonction de phase est très proche 
I 

de celle de la diffusion Rayleigh, puis lorsque a augmente, l'effet de la 

pointe avant est prépondérant et les photons doivent subir de nombreuses dif- 

fusions avant d'être réfléchis ; de ce fait, la probabilité p(A) associée 

aux faibles chemins optiques décroît et le chemin optique moyen < A > croît 

(voir tableau (111-411, puis l'effet de la pointe arrière se faisant sentir 

la probabilité correspondant aux faibles X recommence à croître et < X > 
diminue. Pour p = uo = 1, l'angle de réflexion vaut 180' ; si = 1 et 



p = 0,5, il ne vaut plus quc  120' et l'infltinnce de la pointe arriere est beau- 

coup moins sensible (figure (111-4)) . 

TABLEAU II 1-4. 

Variation du chemin optique moyen < X > avec la fonction de phase. Nuage 

semi-infini, wc = 0,99, v, = 1 (voir texte). 

Ii isotrope Rayleigh a = 5 a = 10 a = 20 Brume Nuage 

1 15,9 14,9 19,8 28,l 16,l 23,9 35,9 

O,5 12,5 12,7 34,4 24,4 26,6 19,8 35,1 

On a aussi étudié de façon plus systématique la variation de la 

distribution avec l'angle de réflexion pour deux nuages d'épaisseur optique 

infinie. Le premier est un nuage monodispersé de paramètre de MIE a = 271 r/X = 2 

n = 1 , 3 3  et d'albédo continu wc = 0,99 ; les fonctions de distribution corres- 

pondantes sont présentées en échelle logarithmique sur la figure (111-6) pour 

plusieurs directions d'incidence po et d'émergence dans le plan azimu- 

thal du soleil. En vue d'application à l'étude des raies formées par réfle- 

xion sur les nuages de Vénus, on a aussi étudié pour une longueur d'onde 

A = 0,8p le cas d'un nuage de particules sphériques d'indice n = 1,44  a ans en 
et Arking (1971)) correspondant à une granulométrie de type Cl de Deirmendjann 

(1969) de rayon critique r, = 0,8p avec un albédo continu oc = 0,999. Nous 

l'app~illerons nuage Vénus, les fonctions de distribution correspondantes sont 

représentées figure (111-7). La rapide décroissance de p(X) pour les cas 

d'incidence et d'émergence rasantes correspond à la pointe avant du diagram- 

me de diffusion, elle est d'ailleurs beaucoup plus marquée pour le nuage Vénus 

pour lequel le paramètre de MIE correspondant au rayon critique rc vaut 

a a = 6,28. 

Les chemins optiques moyens sont présentés pour le nuage Vénus au 

tableau (111-5). Pour p = po = O,], le chemin optique moyen correspondant au 

premier nuage (a = 2) vaut 2,9 ; cette valeur, plus élevée que dans le cas 

du deuxième nuage (1,95) est clairement reliée au fait que la pointe avant 

de la fonction de phase du nuage Vénus (voir figure (111-5)) est beaucoup 

plus importante que celle du premier nuage. Pour p = po = 1, l'angle de ré- 

flexion valant 180°, le chemin optique moyen correspondant au nuage Vénus 

devrait être plus grand, le rayonnement étant principalement diffusé vers 



l'avdnt, c'est-à-dire dans ce cas, vers l'intérieur de la couche ; mais 

la pointe arrière de la fonction d e  phase est nettement plus grande et la 

probabilité d'une réflexion dès les premieres diffusions est donc. fortement 

accrue par rapport au premier nuage ; de ce fait, le chemin optique moyen 

correspondant au nuage Vénus ( < X > = 81) est inférieur à celui du premier 

nuage ( < X > = 95). La figure (111-8) éclaire ces derniers résultats, 

elle représente les fonctions de distribution, tracées en échelle linéaire 

pour une incidence normale (LI, = 1 )  et pour les émergences correspondant à 

ri = 0,1 ; 0,5 et I pour les deu:. nuages. On remarquera que la fonction de 

distribution correspondant au nu~ige Vénus pour LI = 1 est maximum pour les 

trajets les plus courts et présente une décroissance rapide contrairement à 

la courbe correspondante du nuage monodispersé. 



TABLEAU 111-5 

Chemin optique moyen < A >  et chemin optique efficace hF pour le nuage Vénus 

(voir texte) en fonction des directions d'incidence ( P  O) et dlémergence(p,$) 
O ' 

JJ 4 < A' b. 
F 

po 



VI. - EXPRESSION DE LA LARGEUR EQUIVALENTE DES RAIES. 
Au chapitre II, nous avons établi l'expression (11-13) de la lar- 

geur équivalente d'une raie formée en milieu diffusant, soit 

00 

W = j p ( h )  W (h/(o+kc)) dl, 
O 

où W (X/(o +k,)) est, dans le cas d'une raie de Lorentz, donnée par la fonc- 

tion de Ladenberg-Reiche (11-14). Compte tenu de l'expression (111-20) de la 

distribution p(X) au moyen des ap~roximants de Padé, nous obtenons 

soit, en posant Ab = x et dm = 1 - (ym/b), 

Nous avons aussi obtenu l'expression (11-20) de l'intégrale 

d'où N 2n a~ 1 dm 
A m ~ d i - l  

m= 1 

, 
Compte tenu des expressions des fonctions associées de Legendre 

- 1 1 
P~(x)=x et pl (x) =-(x2-I)'", 2 

la largeur équivalente s'écrit finalement 

Le régime fort est obtenu pour b > Max 1 



où nF est le chemin efficace associé aux iaies fortes (voir relation (111-24)). 

Lorsque b 4 Mini ]ym] nous obtenons le ré,g:ne faible 

soit avec (111-22) 

VII. - EXEMPLES DE "COURBES DE CR0 ISSANCE". 

La figure (111-9) représente les "courbes de croissance'' tracées 

en fonction du paramètre u = 277 x~ b = SM wc dans le cas de la diffusion 
- isotrope, et pour les directions do - 1, v = 1 .  Les courbes de croissance ont 

été tracées pour trois valeurs de oc telles que les quantités 1 -wc soient 

dans un rapport 10 ; dans ce cas (voir relation (11-42)) les limites du régi- 

me linéaire sont elles mêmes dans un rapport 10, le régime transitoire et le 

régime en racine carrée étant obtenus d'autant plus vite que wc est plus pro- 

che de 1. 

La figure (III-IO) représente les "courbes de croissance" corres- 

pondant à diverses fonctions de phase pour wc = 0.99. La brume et le nuage 

sont identiques à ceux dont les distributions p(X) sont présentées figure 

(111-3). Il est d'ailleurs très clair, à partir de cette dernière figure, 

que les largeurs équivalentes des raies formées dans le nuage doivent être 

beaucoup plus importantes que celles correspondant à la diffusion isotrope 

ou à la diffusion Rayleigh pour lesquelles la probabilité d'un chemin optique 

grand est beaucoup plus faible. Dans ces conditions, la limite du régime li- 

néaire correspond à une plus grande valeur de u dans le cas de la diffusion 

isotrope ou Rayleigh que dans le cas du nuage. 

La figure (111-11) représente les courbes de croissance pour le 

premier nuage (a=2) dont les caractéristiques ont été données au paragra- 

phe V de ce chapitre ; les figures (111-12) et (111-13) correspondent au 

nuage Vénus pour les azimuths + = O et 180°, respectivement. On remarque que 

la forme de ces courbes est très différente suivant les directions (p,+;po,+,) ; 

les raies faibles appartenant au régime linéaire sont très sensibles à cet 

effet puisque la largeur équivalente est alors directement proportionnelle au 

chemin optique moyen qui varie considérablement avec l'angle de réflexion, 

alors que pour les raies fortes cet effet est sensiblement atténué (voir les 

valeurs de < i > et hF au tableau (111-5)) . 



On a fait figurer sur ces courbes les limites du régime linéaire 

dans les cas extrêmes. Il faut noter que celui-ci est encore obtenu pour des 

valeurs de u telles que la condition b Q 1 - oc ( 1 1 - 4 2 )  qui correspond 

0.999, n'est pas vérifiée. Repre- approximativement à u < 1 0 - ~  pour wc - 

nons donc la discussion faite au t hapitre II. 

La largeur équivalenie, dans le cas d'une raie de faible intensi- , 

té, a été exprimée par la relatior. (11-39) qui fait intervenir les ordres 

successifs de diffusion ; 

où N est tel que (~b)' 4 1 et Bn est fonction des direction (u,+) et 

(ri,, 4%) 

Le régime linéaire ne peut être obtenu que si la contribution des 

ordres de diffusion supérieures à N est négligeable ; quelque soit 

Bn (u,+;l~,,+,), IDUS avons montré que cette condition était vérifiée simul- 
J < 

tanément avec (Nb12 < 1 si b 1 - wc. Cependant, il s'agit là d'une condi- 
tion maximum qui ne tient pas compte de la variation de B n ; , )  avec 

l'angle de réflexion ; or, particulièrement dans les cas d'incidence et d'émer- 

gence rasante, pour les faibles angles de réflexion ( v  et v, petits 4 = O), 

le rayonnement principalement diffusé dans la direction avant, ressort après 

quelques diffusions. Dans ces conditions, la contribution des grands ordres 

de diffusion est négligeable sans que, pour autant, la condition ( ~ b ) ~  < 1 

soit réalisée. La condition b 1 -uC s'avère donc trop restrictive. 



Figure 111-1 

Test  de convergence 

Fonction t e s t  K = 4  ( v o i r  t e x t z )  

Courbes 1 N = 4 5 c h i f f r e s  s i g n i f i c a t i f s  

2 I l  4 I I  I l  

I f  3  I l  3  1  l  I l  
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Courbes 5 N = 3 3 c h i f f r e s  s i g n i f i c a t i f s  

6 I I  2 I  t  11 

Tes t  de convergence 

Fonct ion t e s t  K = 10 ( v o i r  t e x t e )  

6 c h i f f r e s  s i g n i f i c a t i f s  

1 N = 3  

2 N = 4  

3  N = 5  

Figure  111-3 

D i s t r i b u t i o n  du chemin opt ique p  ( A )  

Nuage semi- inf in i  w = 0,99 v = u o  = 1 
C 

XXXX I s o t r o p s  

- - -- Ray l e i  gh 

- - -  - a = 2rr r/X = 5 

O 00 a = 10 

a = 2 0  

a 4 Brume ( v o i r  t e x t e )  

--- Cumulus (vo i r  t e x t e )  



Fieure  111-4 

D i s t r i b u t i o n  du chemin opt ique  p(X) 

Nuage semi-in£ i n i  w = 0,99 Ll - P o  = 0,5  $ = O  
C 

Légendes i d e n t i q u e s  à c e l l e s  de La f i g u r e  (111-3) 

Les courbes correspondants  aux cas  i so t rope  e t  Rayleigh son t  confondues 

F igure  111-5 

Fonct ion de d i f f u s i o n  P ( 0 )  

- -- - Ray l e i  gh 

eeee a = 27  r/X = 1 

O l l i  a = 2 
- -  - a = 5 

O 0 0 0  CL = 10 

. . . . . Nuage Vénus ( v o i r  t e x t e )  

F igure  111-6 

D i s t r i b u t i o n  du chemin opt ique  p(A) 

Nuage de p a r t i c u l e s  monodispersées a = 2 

Figure  111-7 

D i s t r i b u t i o n  du chemin opt ique  p(X) 

Nuage Vénus ( v o i r  t e x t e )  w c 0,999 $ = O 

- 
l "O 

= 0,1 P" 0,1 O * *  6 = 1 P = 0 , s  

o o o  2 = 0 ,5  P = O, 1 --- ' "O 
= 1 

Fi O 
p = l  

-- - 
?-'O 

= 0 , s  p = 0,s 



F i g u r e  111-8 

D i s  t r i b u t i o n  du chemin op t i q u e  p ( A )  

w = 0,999 
Fi O 

= 1 = O 
C 

.Ob 1 p = 0 , l  - 4 " = O , ]  

-.- 2 D = O, 5 Nuage Vénus - 5 = 0 , 5  Monodispersé 

- - - -  3 r i = l  000 6 1i = 1  
C Y = 2  

F i g u r e  111-9 

Courbes de c r o i s s a n c e  e n  d i f f u s i o n  i s o t r o p e  

On a f a i t  f i g u r e r  l e s  l i m i t e s  du régime l i n é a i r e  

F i g u r e  I I I - I O  

Courbes de c r o i s s a n c e  w = 0,99 u = u  = l  
C O 

I s o t r o p e  

b Rayleigh 

O Brume 

O Monodispersé a = 2 n  r/X = 2 

D Nuage Vénus 

F i e u r e  111-1 1 

Courbes de c r o i s s a n c e ,  nuage monodispersé d = 2 o = 0,9999 
C 

$ =  O 

' Po 
= O ,  1 u = 0 , l  



Figure  111-12 

Courbes de c ro i s sance ,  nuage Vér  us O = 0 , 9 9 9  4 = 0  
C 
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F igure  111-1 3 

Courbes de  c ro i s sance ,  nuage Vénus 
Oc 

= O,  999 = 180' 
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CHAPITRE IV 

PENETUTION DU MYONNEVENT DANS lTNE ATMOSPHERE DIFFUSASSE - 



Nous avons jusqu'à présent considéré le cas de couches diffu- 

santes homogènes dans lesquelles les caractGristiques physiques sont indépen- * 

dantes de la profondeur optique ; cependant, dans le cas d'une atmosphère pla- 

nétaire, le milieu dans lequel sont formées les raies spectrales n'est certai- 

nement pas homogène. En particulier, la pression et la température varient avec 

l'altitude et il est nécessaire d'en tenir compte si l'on désire interpréter 

les observation. 

Au cours du processus de réflexion diffuse, le rayonnement pénètre 

à l'intérieur du nuage, les informations susceptibles d'être obtenues à 

partir des observations spectrales ne correspondent donc pas au sommet de la 

couche nuageuse mais à un certain niveau "moyen" à l'intérieur de celle-ci 

et etest ce niveau "moyen" qu'il faut définir. 

Considérons, pour simplifier, un photon qui, en l'absence d'ab- 

sorption et avant de s'échapper de la couche nuageuse, a parcouru un chemin 

optique de longueur totale X et supposons parfaitement connu son trajet 

réel à l'intérieur du nuage. En présence d'absorption, ce trajet ne sera nul- 

lement modifié et si X est défini par rapport au continu (A = ( o  +kc)e), 

X reste constant, la seule conséquence de l'absorption est donc de diminuer 

la probabilité de sortie d'un tel photon. 

Au cours de ce chapitre, nous établirons une relation entre le 

chemin total parcouru et la profondeur maximum atteinte à l'intérieur du nuage 

et que nous appellerons "profondeur de pénétration" et nous en donnerons une 

expression approximative simple. Dans le chapitre suivant, nous montrerons que 

cette relation peut permettre la résolution approchée des problèmes dans les- 

quels l'absorption augmente avec la profondeur optique, ce qui nous permettra 

ensuite de définir le niveau de formation des raies spectrales. * 



1. - DISTRIBUTION DU CHENI;< OPTIOUE DANS LE CAS DE COUCHES FINIES. 

Nous avons vu au chapitre préc-(dent comment calculer la distri- 

bution p(X) du chemin optique des photons diffusés par une atmosphère semi- 

infinie, au moyen des Approximants de Padé de type 2. En fait, cette méthode 

s'étend sans difficulté au cas des atmosphères homogènes finies et permet 

d'obtenir de nombreux renseignements sur la contribution, au processus de 

diffusion des différents niveaux de nuage. 

Considérons une couche diffusante, homogène dont les caractéris- 

tiques optiques (albédo de diffusion wc, fonction de phase) sont déterminées. 

Soit T son épaisseur optique dans le continu 

où Z est l'épaisseur géométrique du nuage. 

Notons ( v ~ , $ ~ )  et p , )  les directions respectives de l'inten- 

sité incidente et de l'intensité réfléchie. 

Par la suite, nous supposerons que le fond du nuage est noir. Nous 

appellerons I(wC,.r) I(cii,,r;ii,+;li0,~) l'intensité réfléchie dans le conti- 

nuum par le nuage d'épaisseur optique T et I(r,T) 5 I(~v,~;ii,$I;iio,$Io) l'in- 

tensité réfléchie par le même nuage de même épaisseur géométrique Z, à la fré- 

quence v dans une raie d'absorption. Dans le cas des nuages semi-infinis, nous 

négligerons, comme dans les chapitres précédents, toute référence à l'épaisseur 

optique : I(wc) I(wc,~ = m:~,+;lio,+o) et I(r) I(~,T = m;ii,+;iio,$o). 

Nous appellerons pT(A) la distribution du chemin optique des 

photons diffusés par le nuage d'épaisseur optique T. De façon analogue au 

cas semi-infini pT(X) est défini par 

(IV- 1 ) 

Cette distribution peut être calculée au moyen de la méthode 

décrite au chapitre III ; nous obtenons pT(A) sous la forme 

La condition de normalisation de p (A) exige 
T 

et le chemin optique moyen parcouru dans ce nuage par les photons réfléchis 



est donc 

Compte tenu des propriétés de la transformée de Laplace, nous 

pouvons écrire 

La méthode d'inversion décrite au chapitre III reste très pré- 

cise dans le cas des couches finies. On peut noter d'ailleurs qu'elle permet 

d'obtenir la distribution du chemin optique à tous les niveaux dans la couche 

(~ou~uart et Pruvost ( 1 9 7 4 ) ) ,  mais nous ne nous intéresserons ici qu'au rayon- 

nement réfléchi. 

II. CONTRIBUTION DES COUCHES INTERNES A LA REFLEXION DIFFUSE. 

Il est clair que si un photon a, durant le processus de diffusion, 

pénétré jusqu'à une profondeur optique t, il a, au moins, suivi un chemin 

optique total X = 2t avant de sortir du nuage ; réciproquement si un photon 

a suivi au total un chemin optique A ,  il n'a pas pu atteindre une profondeur 

optique plus grande que t = X/2 et les couches situées en dessous de t = A/2 

n'influencent pas le processus de diffusion d'un tel photon. Il s'en suit donc 

que le nombre de photons sortant d'un nuage d'épaisseur optique T et ayant 

suivi un chemin total X < 2~ est rigoureusement égal au nombre de photons 

sortant d'un nuage similaire d'épaisseur optique quelconque T' > T et ayant 

suivi au total un chemin optique X < 2 ~ .  

Si N photons sont réfléchis au total par le nuage d'épaisseur 

optique infinie, le nombre total de photons réfléchis par un nuage d'épaisseur 

optique T est NI(uc,~)/I(wc). Le nombre de photons qui ont suivi un chemin 

optique A dans le nuage d'épaisseur optique T est donc 

Nous introduirons donc la nouvelle fonction de distribution f ( A )  
T 

normalisée de la façon suivante : 



c '  est-:!-dire 

f T  (A) = I(w~,T)/I((I> c ) p  1 ( '  ) 

Il s ' e n  s u i t  donc que 

Les f o n c t i o n s  d e  d i s t r i b u t i o n  f , r  (A) ,  c a l c u l é e s  d ' a p r è s  (IV-2), 

co r respondan t  a u  c a s  p = p o  = 1 ,  s o n t  p r é s e n t é e s  f i g u r e  ( I V - 1 )  pour  d i f f é r e n -  

t e s  é p a i s s e u r s  o p t i q u e s  T ,  pour un nuage de  para inët re  de  M I E  a = 2nr/X = 2  

a v e c  un albédo c o n t i n u  w = 0 . 9 9 9 ,  d ' i n d i c e  n  = 1 , 3 3 .  On pour ra  n o t e r  que l a  
C 

d i f f é r e n c e  e n t r e  p(A) e t  f T  (A) n ' e s t  n o t a b l e  q u e  pour d e s  v a l e u r s  de  A n e t -  

tement  s u p é r i e u r e s  à 2 r .  

La f i g u r e  (IV-2) r e p r é s e n t e  l a  q u a n t i t é  g (A) p r o p o r t i o n n e l l e  
T 

à l a  d i f f é r e n c e  f (A) - f T - ]  (A) en  f o n c t i o n  d e  A ,  pour l e s  v a l e u r s  Succes- 
T 

s i v e s  de  T. A f i n  de  r e n d r e  p l u s  l i s i b l e  l a  f i g u r e ,  c e s  q u a n t i t é s  o n t  é t é  nor-  

m a l i s é e s  à 1 ; l e  f a c t e u r  d e  n o r m a l i s a t i o n  h ( ~ )  = ( I ( u ~ , T )  - I . ( U ~ , T - I ) )  / l (wc)  

( v o i r  r e l a t i o n  ( I V - 4 ) )  est  p r é s e n t é  pour  l e s  d i f f é r e n t e s  couches c o n s i d é r é e s  

s u r  l a  f i g u r e  ( I V - 3 ) .  P u i s q u e  N 1 (w , T ) / I ( u  ) e s t  l e  nombre t o t a l  d e  photons  
C C 

r é f l é c h i s  par l a  couche d ' é p a i s s e u r  o p t i q u e  T ,  Nh(r)  r e p r é s e n t e  l e  nombre to -  

t a l  d e  photons r é f l é c h i s  a p r è s  a v o i r  p é n é t r é  j u s q u ' à  l a  couche comprise  e n t r e  

l e s  profondeurs  o p t i q u e s  T e t  T - 1 .  P a r  a i l l e u r s  N f  ( A )  e s t  l e  nombre de  
T 

p h o t o n s  r é f l é c h i s  p a r  l a  couche d ' é p a i s s e u r  o p t i q u e  T a p r è s  a v o i r  pa rcouru  

un  chemin o p t i q u e  A ; ~ ( f ~  (A) - f T - ]  (A)) e s t  donc l e  nombre c o r r e s p o n d a n t  

d e  photons  s o r t a n t  du nuage a p r è s  a v o i r  p é n é t r é  j u s q u ' à  l a  couche comprise  

e n t r e  l e s  p ro fondeurs  o p t i q u e s  r e t  - 1  ( A )  r e p r é s e n t e  donc parmi l e s  

p h o t o n s  qu i  o n t  p é n é t r é  j u s q u ' à  l a  couche compr i se  e n t r e  l e s  p r o f o n d e u r s  o p t i -  

q u e s  T e t  T - 1 ,  l a  p r o p o r t i o n  de ceux q u i  o n t  pa rcouru  un chemin o p t i q u e  A ,  

c ' e s t - à - d i r e  l a  d i s t r i b u t i o n  du chemin o p t i q u e  p a r c o u r u ,  avan t  r é f l e x i o n  h o r s  

d u  nuage,  par  les  photons  q u i  on t  p é n é t r é  j u s q u ' à  l a  couche ( T ,  r -1 ) .  

La f o n c t i o n  g (A) e s t  évidemment n u l l e  s i  X < 2 ( ~ - 1 )  e t  son . 
T 

maximum e s t  t r è s  b i e n  l o c a l i s é  pour l e s  couches  s u p é r i e u r e s  de  l ' a t m o s p h e r e .  

La f i g u r e  (IV-4) r e p r é s e n t e  l a  même q u a n t i t é  que l a  f i g u r e  ( I V - 2 )  ma i s  pour 

l e s  d i r e c t i o n s  LI = uo = 0,1 ; dans  c e  c a s ,  l e  rayonnement p é n è t r e  t r è s  peu 

d a n s  l e  nuage, p l u s  de 95 % des  photons  on t  é t é  r é f l é c h i s  dans  l a  couche T < 1 .  

Les  maximums d e s  d i s t r i b u t i o n s  cor respondan t  aux  couches s u p é r i e u r e s  s o n t  f o r -  

t ement  d é c a l é e s  p a r  r a p p o r t  au c a s  p r é c é d e n t ,  co r respondan t  a i n s i  à l ' a l l o n g e -  

ment du chemin o p t i q u e  p a r c o u r u  p a r  l e s  photons  d i f f u s é s  v e r s  l ' a v a n t ,  mais 

pour  l e s  couches p l u s  p r o f o n d e s ,  l e  d é c a l a g e  es t  beaucoup moins s e n s i b l e  c a r ,  



à ce niveau, l'importance relative de la p înte avant devient très faible. La 

distribution du chemin optique des i-h»ton:. ,; ont pgnétré jusqu'aux couches 

profondes est donc assez peu sensible aux d.rections ri et p . 
O 

Lorsqu'on examine une raie spectrale, on mesure l'atténuation 

du rayonnement réfléchi (due à la présence d~ gaz absorbant) qui dépend de la 

longueur du chemin optique parcouru dans le nuage. Bien que la majorité du 

rayonnement provienne des couches supérieures du nuage (près de 60 % pour 

T < 8 dans le cas de la figure (IV-3) ce sont, au contraire, les couches 

plus profondes correspondant à des chemins optiques grands qui scnt prépon- 

dérantes dans la formation de la raie. 

Ainsi, par exemple 1 0  % du rayonnement réfléchi provient, dans 

le cas de la figure (IV-3) de la couche comprise entre les profondeurs opti- 

ques 1 et 2 (couche no 1) et 2,5 % provient ,ie la couche comprise entre les 

profondeurs optiques 9 et IO (couche no Z ) ,  lais les photons provenant de la 

couche no 1 ont en moyenne parcouru un chemj optique X de l'ordre de 6 con- 

tre 50 pour ceux provenant de la couche n o  'figure (IV-2)). 

Considérons, pour simplifier 1 -  cîs d'une absorption grise sur 
- 1 

un intervalle de fréquence de lcm et telle que k/ (u+k , )  = 0,01. L'absorp- 

tion du rayonnement réfléchi est, pour un chenin optique X 

Dans ces conditions, la contribution de la couche no 1 à l1absorp- 
- 1 

tion totale est d'environ 0,006 cm-' contre 0,01 cm pour la couche no 2. 

Dans le cas d'une absorption forte, par exemple une absorption totale dans les 

deux cas, la répartition serait évidemment inversée. Il faut donc faire corres- 

pondre à chaque chemin optique X la couche dans laquelle s'est produit le 

processus de réflexion des photons correspondants. 

III - PROFONDEUR DE PENETRATION. 

Lorsque les fonctions de distribution f ( A )  correspondant aux 
T 

diverses épaisseurs optiques sont connues, il est possible d'en déduire la 

contribution relative des différents niveaux du nuage au processus de diffu- 

s ion. 

A titre d'exemple, considérons le cas du nuage monodispersé de 

paramètre de M1E ci = 2n r/A = 2, w = 0,999 pour les directions ~i = vo = 1. 
C 



Le t a b l e a u  (IV-1) p r é s e n t e ,  pour clif férei l te  - , ta leurs  de  1' é p a i s s e u r  o p t i q u e  T , 

l e  r a p p o r t  A p  q u i  co r respond  3 l a  p r o p o r t i o n  d e s  photons  r 6 f l é c h i . s  

dans  l a  couche d ' é p a i s s e u r  o p t i q u e  ,r parmi l e  nombre t o t a l  de  photons  r é f l é -  

c h i s  p a r  l e  nuage i n f i n i  a p r è s  a v o i r  pa rcouru  l e  même chemin o p t i q u e  A. Deux 

v a l e u r s  d e  X o n t  é t é  c h o i s i e s  : X = 87 e t  X = 50 ; l e  c a s  X = 87 c o r r e s -  

pond au  chemin o p t i q u e  moyen < X > du nuage i n f i n i .  Sur l a  f i g u r e  ( I V - 5 ) ,  on 

a  r e p r é s e n t é  l a  q u a n t i t é  g (-1) = ( f  (A) - 
A T f T - ~  

(A)) /p(X) q u i  r e p r é s e n t e ,  parmi 

l e s  pho tons  qu i  o n t  pa rcouru  l e  chemiri o p t i q u e  A ,  l a  p r o p o r t i o n  d e  ceux q u i  

o n t  p é n é t r é  j u s q u ' à  l a  couche comprise e n t r e  r e t  T - 1 .  

I l  e s t  i n t é r e s s a n t  de  n o t e r  que,  d ' a p r è s  l e  t a b l e a u  ( I V - l ) ,  p r è s  

de  45 % d e s  photons q u i  o n t  s u i v i  un chemin o p t i q u e  X = 50 o n t  p é n é t r é  j u s -  

q u ' à  une  profondeur  o p t i q u e  comprise  e n t r e  7  e t  10 e t  p l u s  de  80 % e n t r e  6 e t  

12 ; d a n s  l e  cas  où A = 87,  45 % d e s  pho tons  o n t  p é n é t r é  j u s q u ' à  une p ro fon-  

d e u r  comprise  e n t r e  10 e t  14 e t  80 % e n t r e  9 e t  18. La p é n é t r a t i o n  du rayonne- 

ment d a n s  une couche d i f f u s a n t e  avant  s a  r é f l e x i o n  e s t  donc fo r t ement  l o c a l i s é e  

p a r t i c u l i è r e m e n t  p o u r  l e s  f a i b l e s  chemins o p t i q u e s .  

Nous d é f i n i r o n s  donc l a  f o n c t i o n  de  d i s t r i b u t i o n  d e s  photons  qiii 

o n t  s u i v i  un chemin o p t i q u e  A e t  p é n é t r é  j u s q u t à  une  profondeur  o p t i q u e  t 

P a r  
d  

p ( A , t )  = - ( f t  (A)) .  d t  
(IV-6) 

C e t t e  f o n c t i o n  de  d i s t r i b u t i o n  possede l e s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  : 

( A ,  t = f (A) = p(A),  

( I V -  1 O) 

Avec c e s  n o t a t i o n s ,  nous pouvons é c r i r e  



la figure (IV-5) présente donc une :,pproxi, -.tien de P(X,~)/P(X) pour deux 

valeurs de A. 

Il est maintenant possible de définir la pénétration moyenne cor- 

respondant à un chemin optique X donné, pour un nuage d'épaisseur optique 

totale 1: par 

Dans le cas présenté figure ( I V - S ) ,  les pénétrations moyennes cal- 
- 

culées d'après la relation (IV-Il), sont approximativement t(50) = 9,O et - 
t(87) = 12,7. 

La pénétration moyenne est évidemment dépendante de l'épaisseur 
- 

optique totale de la couche diffusante et devrait s'écrire ~(X,T) ; cepen- 

dant, si le fond du nuage est adjacent à un corps noir, deux cas peuvent être 

considérés : 

(i) si l'épaisseur optique T est plus grande que la pénétration 
- 

moyenne correspondant au nuage semi-infini t(A,m), le résultat est approxi- 

mativement le même que pour le nuage semi-infini, surtout si l'on considère 

des chemins optiques assez faibles pour lesquels la pénétration est bien loca- 

lisée. 
- 

(ii) si l'épaisseur optique du nuage est inférieure à t(X,m), on trou- 

ve évidemment que la majorité des photons a pénétré jusqu'à un niveau proche 

du fond de la couche diffusante [ces résultats peuvent être vérifiés à partir 

du tableau (IV-1 ) ]  . Donc, pour une couche d'épaisseur optique r , nous pouvons 
écrire approximativement 

- 
t(A,,) 2~ T si ~<f(~,m). (TV- 1 2) 

La figure (IV-6) présente les fonctions p (A, t) /P (A .alculées 

par (IV-6) et tracées en fonction de la profondeur optiquc t pl différen- 

tes vaieurs de A dans le cas du nuage Vénus du apitr récédt (paragra- 

phe V) pour les directions p = uo = 0,866 ( 0  = E = 30' 

- 
Les pénétrations t(A) qui c déC sent directement par (IV-II) 

sont présentées figure (IV-7). Cependar . - le, obtenir, il faut connaître 

la fonction p(h,t), c'est-à-dire les ci striiutions f, (A) pour un assez grand 



nombre de valeurs de T. Cette méthode de ccilcul de la pénétration moyenne est 

donc longue et pénible, de plus les risques de propagation d'erreur sont assez 

grands dans la mesure où p(A,t) représente la différence de deux fonctions 

obtenues par inversion de la transformée de Laplace. 

Dans la pratique, nous calculerons le chemin optique moyen asso- 

cié à une pénétration jusqu'à une profondeur optique donnée : 

(IV- 1 3) 

De la définition (IV-6) de p(A,t) avec (IV-8), il suit immédiatement que 

soit, compte tenu de (IV-4) et (IV-2) 

ou encore, en utilisant la relation (IV-3) 

(IV- 1 4) 

(IV- 15) 

Ainsi que nous l'avons remarqué au chapitre III, les chemins opti- 

ques moyens < At > peuvent être obtenus avec précision même si ft(X) est 

connu de manière très approximative, le calcul de !(t) sera donc beaucoup 
- 

plus précis que celui de t(X). 

En pratique, les fonctions de distribution normalisées ft(A) b 

ne sont connues que pour des valeurs discrètes de t, on peut alors utiliser 

pour calculer h(t) 1 ' expression approximative équivalente 

- I(w,,r') < AT, > - I(w c ,T) < AT > 
X(T,T') = (IV- 16) 

c 

iddiatement déduite de (IV-14) et qui exprime alors le chemin optique moyen 

associé à la pénétration dans une couche diffusante finie et localisée entre 

les profondeurs optiques T et r '  . Une telle approximation est en général 
suffissute lorsque T' - T est de l'ordre de 1 ou 2. 



- 
L ~ S  chemins optiques ïcogens '.LI sont présentés figure (IV-8) 

pour le cas correspondant aux figurt ( I V - 6  c t  (IV-7), et figure (IV-9) pour 

le cas correspondant à la figure (IV-1). Si l'on considère que la longueur to- 

tale d'un chemin au hasard entre deux points distants entre eux de il est pro- 
- 

portionnelle à h 2  [Chamberlain ( 1965)) A (t) devrait être proportionnel à t2, 
- - 

on a donc trace sur la figure (IV-9) les courbes X = ti e t  1 = 0 , 3 h  tî dont 
- 

l'allure est beaucoup plus proche de X(t). Cependant, le rauonne~~ent diffusé 

. par une couche très mince est essentiellement dû à la diffusion primaire et 
- 4 

dans Ce cas A ( t )  n'est proportionnel à t2 que pour les grandes profondeurs 

optiques (ceci peut être facilement vérifié ici puisqu'une bonne approximation 
- - 

numérique de X(t) serait X(t) = 0,36 t2 + 2,2 t qui est représentée en poin- 

tillé sur la figure). 

Il y a une três bonne corrélation entre la pénétration moyenne 
- 
t(h) et le chemin moyen associé 2 une pénétrati~n~donnée A(t). Dans Le cas 

- 
du nuage de particules monodispersées (a=2), nous avons déjà trouvé t(50) 2 9,0 - - 
et t(87) 2 12,7 alors que la relation (IV-16) permet d'obtenir r ( 9 )  s 49 et 
- 
X(12;7) 2 86. L'examen de la figure (IV-7) permet aussi de vérifier cette cor- 

- - 1  - 
rélation ~uisque nous y avons tracé la fonction inverse 1 t ,  où l(t) 

correspond à la figure (IV-8). 

- 
Nous pourrons donc raisonnablement sqpposer que t(X) est la fonc- 

La profondeur de pénétration sera donc implicitement déterminée 

par l'intermédiaire des relations (IV-17) et (IV-16) ou (IV-15). 

Le trajet réel suivi par les photons à l'intérieur d'un nuage 

ne dépend que du nombre de particules diffusantes et de leurs caractéristiques, 

il est donc indépendant de l'absorption. 11 semble raisonnable d'admettre qu'en 

l'absence d'absorption, les photons qui ont au total parcouru le chemin moyen 

associé à une pénétration jusqu'à la profondeur optique t ont effectivement 

pénétré jusqu'à une profondeur voisine de t. En présence d'absorption, le tra- 

jet réellement suivi par les photons n'est n'ullement modifié, la profon'deur de 
- 

pénétration t(X) est donc indépendante de l'absorption, mais puisque la distri- 

bution des photons qui ont parcouru le chemin optique ,!*' est atténuée du fac- 
- 

teur e~p(-r,~X), le chemin moyen h (t) associé à une pénétration jusqu'en t 

dépend de la fréquence ; les photons qui ont suivi le chemin le plus long étant 

les. plus atténués. 

Ceci peut apparaître plus clairement en écrivant que la distribu- 

* 
dans un nuage homogène. 



tion p,(A,t) des photons qui ont pknétré j-squ'en t et parcouru un chemin A 

est 

- 
et en comparant les définitions respectives (IV-II) et (IV-13) de t(X) et 

de X(t). 

- 
L'approximation (IV-17) sera donc utilisée en calculant X(t) 

pour une absorption très faible. 

IV. - EXPRESSION APPROXIMATIVE DE LA PROFONDEUR DE PENETRATION. 

Pratiquement, le calcul de A(t) au moyen de l'expression (IV-16) 

reste assez long puisqu'il nécessite le calcul du chemin optique moyenspour 

des couches d'épaisseur optique croissante. Pour obtenir ces quantités, il 

faut auparavant calculer l'intensité réfléchie pour des directions (u,$) et 

(!JO, 0,) . considérées,pour plusieurs valeurs de l'albédo de diffusion w, et 

ceci pour chaque épaisseur optique. Il serait donc intéressant d'obtenir une 

expression approximative plus simple de X(t), ce qui serait possible à par- 

tir de l'expression exacte (IV-15) à la condition de connaître l'intensité 

sous la forme d'une fonction dépendant explicitement de l'épaisseur optique t 

de la couche considérée et de la variable r, c'est-à-dire de l'albédo de dif- 

fusion simple w .  Seules les méthodes approximatives de résolution de l'équa- 

tion de transfert ont pour résultat des formules analytiques simples bien adap- 

tées à ce genre de problème. Malheureusement, ces méthodes sont, en pratique, 

limitées au calcul des flux plans et sphériques, c'est-à-dire des quantités 

b 

(IV- 1 8) 

qui représente le flux net à la profondeur optique T dans une couche d'épais- 

seur optique t et 

(IV-1 9) 
- 1 

qui représente le flux sphérique dans les mêmes conditions. 

La première hypothèse simplificatrice consiste donc à supposer 

que l'intensité I O , t , ,  réfléchie dans la direction (p,$) est propor- 
+ 

tionnelle au flux montant F (O,t,w) : 



On peut remarquer, en examinant les expressions (IV-15) et ( I V - 2 0 ) ,  

que les résultats seront indépendants de , mais dépendront de ( P ~ , @ , )  
+ 

par l'intermédiaire de F (O,t,o)) pour lequel la direction d'incidence (1;,,$,) 

est sous-entendue. 

L'hypothèse de la proportionnalité de l'intensité réfléchie au 

flux montant à la surface supérieure du nuage est assez bien justifiée si le 

chemin moyen de pénétration que nous voulons calculer varie peu avec la direc- 

tion d'émergence ( p , i $ ) ,  ce que nous vérifierons dans ce chapitre pour les 

profondeurs optiques assez grandes et sauf dans les cas d'incidence rasante. 

Herman (1973) a généralisé au cas des couches finies et des atmos- 

phères stratifiées la méthode du noyau exponentiel déjà utilisée par Wang (1972) 

dans le cas des couches infinies. Dans cette méthode, la fonction de phase est 

exprimée sous la forme d'un développement limité à deux termes 

P(8) = 1 + B i  COS 8 (IV-2 1 ) 

Cette expression est très approximative, mais Devaux et al. (1973) 

ont montré que dans le cas des couches épaisses et pour un albédo de diffusion 

voisin de 1 ,  la précision obtenue était meilleure que 5 % et puisque nous 
- 

recherchons une expression approximative simple de X(t), nous nous contente- 

rons de cette précision. 

- 
1') Expression générale de X(t) -- -------- ---------------- 

Dans le cas d'une couche d'épaisseur optique t, limitée par un 

fond noir, d'albédo de diffusion w(*) et recevant un flux incident Fo sur 

un plan perpendiculaire à la direction d'incidence ( P ~ , $ ~ ) ,  le flux net à la 

surface s'exprime, d'après Herman ( 1 9 7 3 ) ,  sous la forme 

* 
w représente, en fait, l'albédo de diffusion à la fréquence -9 et devrait 

WC s'écrire wv ; en fonction de l'albédo continu, il s'exprime par w = - 
r+l ' 

cependant (voir (IV-IS)), toutes les expressions doivent en définitive être 

calculées pour r = o ,  c'est-à-dire pour w = wc. 



- 
Le flux diffus descendant F étant nul à la surface, la somme 

du flux net et du flux incident p l ?  donne le flux montant 

Les coefficients a = 314 et b = 3 / 2  correspondent aux appro- 

ximations des fonctions exponentielles intégrales sous la forme 

Lorsque 1-w a 1 l'expression du flux peut être simplifiée 

en utilisant un développement au premier ordre en 1-w 

sh TI + u chrl + 
F (O, t,w) 2 uoF0 1 (IV-30) 

G(.rl) 

Pour la commodité des calculs, posons 

ush.rl + c h ~ 1  



Le flux montant ~'(0, t ,w) s'exprime alors sous la forme 

+ 
L'intensité réfléchie étant ici supposée proportionnelle à F , 

- + 
le calcul de X(t) se ramène au calcul des dérivées successives de F par 

, rapport à la variable intermédiaire TI. 

dK - u(u2-1) avec - - u2 - K' 
d-cl (sh + u ch ~ 1 ) ~  = u 9 

et par rapport à la variable r 

d ~ +  - -  (bu,+ II dK d u ,  
- UoFo - . -  

dr ( K +  1 ) 2  du 

d'où, d'après (IV-15) 

En fait, u et TI sont des fonctions de la variable o, compte 

tenu des relations (IV-27), (IV-28) et (IV-29) et si 1-w g 1 ,  nous obtenons 



- 
Finalement X(t) s'exprime à partir de (IV-35) 

c'est-à-dire, avec les expressions (IV-33) et (IV-36) : 
r -. 

On remarquera que, dans ces conditions, (1 - wc < 1) h(t) est 

indépendant des directions ( P ~ I $ ~ ) .  

2') Cas des grandes profondeurs optiqgus -------- ------- ------------ 

La méthode du noyau exponentiel est peu précise pour les épais- 

seurs optiques faibles et sera surtout utilisée pour t grand, il est donc 

logique de chercher une simplification de (IV-39) dans ce cas. Or puisque 

1-wc Q 1 et que toutes les expressions doivent être calculées pour w = w c ' 
nous pouvons écrire 

T l  + u/(u2 - 1) 2 T I  si t est assez grand 

De même, dans ces conditions (t grand, 1-w, < 1) 



où ti! x représente la tar>i;r~nte hyt,erboIi\ e de x et 

Si t reste petit devant ( 1  - l u , ) - I R  , en utili sant un d6vr Loppement linité 

au troisième ordre de th ~ 1 ,  nous obtenons 

Le chemin optique moyen parcouru par les photons réfléchis après 

avoir pénétré jusqulà la profondeur optique t est donc proportionnel à t2. 

Pour les tres grandes profondeurs optiques telles que t > (1-a,)-'' 
- 
X(t) est alors proportionnel à t 

Ce résultat n'était pas apparu dans les exemples présentés au 

paragraphe III puisque les profondeurs optiques considérées ne> répondaient 

pas à la condition t 9 ( 1  - wc)-ln. Il semble cependant assez logique de 

l'obtenir dans la mesure où la couche diffusante présentant une absorption, 

même faible, les photons les plus pénétrants doivent ê t r e  ceux qui ont par- 

couru le chemin le plus direct. 

V. - EXPRESSION DU CHEMIN OPTIQUE - MOYEN - < X > . 
T -- 

Le chemin optique moyen ,, ' A T  > parcouru par les p\iototis réflé- 

chis par une couche d'épaisseur optique .r s'exprime sous la forme (TV-3) 

Si nous supposons encore que l'intensité réfl6chicl i.st propor- 
+ 

tionnelle au flux montant F , il est possible d'obtenir une a\tprciximatioil de 
- 

< X > par une méthode analogue à celle employée pour J(t). 
T 

Cette expression doit être considérée comme une approximation 
- 

assez grossière, très certainement moins bonne que celle de A(t). En effet, 



en étudiant le chemin moyen de pénétration, nous nous sommes limités aux pro- 

fondeurs optiques suffisamment grandes pour que les faibles ordres de diffu- 

sion qui sont très sensibles aux directions p  et p o  et à la fonction de phase 

n'interviennent pas ou peu, mais leur importance dans le rayonnement global 

réfléchi peut être très grande. 

L'expression que nous allons établir correspond, en quelque sorte, 

à une valeur moyenne sur toutes les directions d'observation v ; c'est en fait 

le chemin mayen suivi par les photons réfléchis dans toutes les directions. 

On peut, en effet, définir une fonction de distribution pF(i) de la manière 

suivante 

< . A  > défini par (IV-44) apparaît alors clairement comme le chemin optique 
T 

moyen correspondant au flux réfléchi par une couche d'épaisseur optique T. 

11 est cependant intéressant d'obtenir une expression simple de 

< X > dans la mesure 03 sa variation lorsque T + ou uC -+ 1 est essen- 
7 

tiellement due aux grands ordres de diffusion et donc dépend peu des directions 

p et po et de la fonction de phase exacte. 

+ 
Compte tenu de l'expression (IV-34) de dF /dr, < A r  > s'écrit 

oQ dK/dw e s t  obtenu B partir des relations (IV-38), (IV-33) et (IV-36) ; 

d'bii : 

(buo + 1) ' ' 2u(K-bu,) (K+ 1) ( 1  -oc) T [Ku- (r 4 u2- 1 ) (u2 - K ~ )  ] (IV-46) 

Ici ,  7 1  - yt; si t +.> plus v i t e  qua ( 1 - ~ ~ ) - ' ~  alors TI -+ m et 
-2.t 1 

u2 - KZ &u2(1-th2.tl) ' 4 ~  4uS e 

Nouo obtenons donc l'expression du chemin optique moyen pour une 



Dans le cas d'une couche semi-  finie, le chemin optique moyen 

< A > se comporte comme (1 -wc)'R lorsqur cc f 1 .  Ce résultat est cohérent 

avec celui obtenu au chapitre II concernant la largeur équivalente des raies 

faibles en milieu semi-inf ini (relation (1-4)) , puisqu'on sait, en effet, 

que dans le cas des raies faibles la largeur équivalente est porportionnelle 

au chemin optique moyen. 

VI. RESULTATS 
1 

- 
De même qu'au paragraphe III, nous définirons la pénétration t(~) 

--1 
associée au chemin optique X par la fonction inverse X (t). 

La figure (IV-IO) permet d'étudier la variation de la pénétration 

du rayonnement avec l'angle de réflexion dans le cas d'un nuage formé de parti- 

cules de paramètre de MIE ci. = 2~r/X = 2, d'albédo de diffusion wc = 0,999. 

Les calculs correspondants ont naturellement été effectués à partir de l'ex- 

pression (IV-16) puisque l'approximation (IV-39) est indépendante de ! et u o .  
On remarquera une différence importance,entre les trois cas présentés,pour les 

faibles profondeurs optiques. Aux incidences rasantes (p = u o =  0 , l j  les photons 

qui ont parcouru un chemin optique faible ont peu pénétré dans la couche nua- 
- 

geuse, par exemple t(10) 2. 1,5 pour u =p,= 0,1 contre 2,5 pour u =p,= 1 ; 

mais dans le cas des grands chemins optiques les photons ont été diffusés un 

grand nombre de fois et les directions d'incidence et d'émergence importent peu ; 

le diagramme de rayonnement est, en effet isotrope en grande profondeur (~erman 

(1968)). Cependant, il est bon de noter que les probabilités p ( h )  associées 

aux grandes valeurs de X restent fort différentes principalement entre l'in- 

cidence rasante et les deux autres cas (voir figure (III-6), courbes 1 ,  3 et 61,  

le rayonnement est donc beaucoup moins pénétrant aux incidences rasantes. 

A titre d'exemple, les figures (IV-II) et (IV-12) prjsentent les 
- 

chemins moyens de pénétration X(t) pour le même nuage, pour les directions 

u =u,= 1 et respectivement pour les albédos de diffusion oc = 0,99 et 

w, = 0,999. En trait continu est présentée la fonction X(t) calculée à par- 

tir de l'expression (IV-39), les courbes discontinues ont été obtenues à par- 

tir de l'expression exacte (IV-16). La précision est remarquable même pour les 

faibles valeurs de la profondeur optique t. 

La figure (IV-13) correspond, pour le même nuage, au cas oc =0,95 ; 

cette valeur de l'albédo est, sans aucun doute, trop faible pour que l'hypothi5se 

1 - % 1 soit encore vérifiée, d'où les écarts observés. Cependant, le chemin 

optique moyen en milieu infini < A > est de l'ordre de 13 pour u = po = 1 et 



- 
4,5 pour p = % = 0,5. Les profondeurs de ii~étration correspondantes t (< X >) 

obtenues par (IV-16) et (IV-17) son: de 3, pour le premier cas et 1,4 pour le 
- - 

deuxième tandis que l'approximation (IV-39) donne t ( ! 3 j  2 3,b et t(4,5) 2 1,Z.; 

la précision reste dcnc bonne pour des valeurs raisonnables du chemin optique. 

Si h est de l'ordre de la centaine, l'approximatiori (IV--39) est complètement 

fausse, mais pour un albédo w, aussi faible que 0,95 la probabilité p(X) 

est alors négligeable. 

1 

La figure (IV-14) correspond au cas du nuage Vénus du chapitre III 

(indice n =  1,44, granulométrie de type C, de Deirmendjann, rayon critique 

rc = 0,8v, longueur d'onde 0,8ii), pour les directions u = u o =  0,866 et 

wc =0,999. La figure (IV-15) correspond à un stratus dont les gouttes ont un 

rayon critique de IO , la longueur d'onde est 0,51i, l'albédo mc = 0,9997 et 

p = p o =  0,866 et 1. Là encore, l'approximation (IV-33) s'avère très bonne, 

sa précision dépend donc fort peu de la fonction de phase du nuage considéré 

et on pourra utiliser largement cette méthode à la condition, bien sûr, de ne 

considérer que des chemins optiques suffisamment grands pour que l'influence 

de la diffusion primaire soit faible. On remarquera, en particulier, que l'ex- 

pression (IV-39) est non nulle pour t=O, ce qui est naturellement faux : à 

une pénétration nulle est associé un chemin optique nul. 

Il est donc possible d'utiliser l'approximation (IV-39) pour 

étudier la variation de X(t) en fonction de l'albédo du nuage (figure (IV-16) 

pour le nuage Vénus déjà défini), ou en fonction de la dimension des particules 

diffusantes (figure (IV-] 7 ) ) ,  en respectant la condition 1 -w, 4 1 et t as- 

sez grand. La première constatation est qu'à une profondeur optique donnée est 

associé un chemin moyen décroissant lorsque décroît l'albédo. La probabilité 

p(A) associée à un photon qui a parcouru un chemin optique X grand est faible 

et rapidement décroissante lorsque X croît ou w décroît. Si l'on considère 

alors les photons qui ont pénétré jusqu'à une profondeur optique t assez gran- 

de, l'importance relative de ceux d'entre eux qui auront parcouru les chemins 

optiques X les moins longs croît lorsque décroît wc ce qui privilégie donc 

les chemins les plus directs, les autres photons étant absorbés avant leur émer- 

sion hors du nuage. Nous avons cependant remarqué, à la fin du paragraphe IV, 
- 

que la profondeur de pénétration t(X) était indépendante de l'absorption, il 

faut donc souligner que l'étude présentée ici concerne le chemin moyen X(t) et 

non la pénétration moyenne. 

La figure (IV-17) permet d'étudier l'influence de la fonction de 

phase sur la pénétration des photons. C'est en diffusion isotrope que la péné- 



tratio~i est la plus faible. Lorsque le diarr re des particules augmente, 

l'importance de la pointe avant du d j î g r a r r z  de diffusion augmente aussi 

et le rayonnement pénètre davantage mais la pointe arrière augmente égale- 

ment et bon nombre de photons sont rétrodiffusés dans les couches supérieures 

du nuage et émergent, ce qui diminue la pénétration du rayonnement (voir la 

courbe a = IO). Sur la figure (III-3), nous avons d'ailleurs renarqué que 

lorsque a croissait, le maximum de p(h) correspondait d'abord à des X 

n croissants (a = 5) puis décroissants (a = 10 et 20). 

Nous avons vu (figure (IV-IO)) que la profondeur de pénétration 

variait peu avec les directions p et po pour les profondeurs optiques assez 

grandes, mais comme nous l'avons remarqué il n'en est pas de même du chemin 

optique moyen < XT > qui varie considérablement avec ces directions du fait 

de l'influence des faibles ordres de diffusion (voir par exemple le tableau 

(111-4) qui présente le chemin optique moyen en mil ieu infini < X >y. Dans 

ces conditions, l'approximation (IV-46) de < A, > ne peut pas être aussi 
- 

bonne que l'est l'expression (IV-39) pour A(t). La figure (IV-18) présente 

dans le cas du nuage monodispersé (a = 2nr/X = 2, n = 1,33, dc = 0,999) le 

chemin optique moyen des photons réfléchis dans une couche d'épaisseur optique 

T, pour les directions LI = u o  = 1 .  La figure (IV-19) donne les mêmes résultats 

dans le cas du stratus de la figure (IV-15) pour les directions p = p, = 0,866. 

Les erreurs maximum sont, si l'on exclut les épaisseurs optiques trop faibles 

(T < IO), de l'ordre de 15 % pour le nuage monodispersé a = 2 ; les résultats 

sont bien meilleurs pour le stratus, sans doute est-ce là l'effet des direc- 

tions choisies beaucoup plus que celui de la fonction de phase ou de l'albédo 

de diffusion. Aux incidences rasantes, en effet, les résultats sont très mau- 

vais dans les deux cas, l'erreur étant toujours de l'ordre de 100 %,  mais l'in- 

tensité réfléchie dans la direction p = O,], par exemple, contribue peu au 

flux réfléchi ce qui explique l'imprécision des résultats qui sont ici obtenus 

à partir de l'expression approximative du flux réfléchi (IV-30). 

L'expression (IV-46) étant très simple, il est intéressant de l'uti- 

liser pour étudier la variation du chemin optique meyen avec la dimension des 

particules (figure (IV-20)) ou avec l'albédo (figure (IV-21) pour le nuage 

Vénus du chapitre III). Nous avons choisi les directions = p, = 0,866 pour 

lesquelles les résultats des tests de précision étaient les meilleurs. L'inter- 

prétation de la figure (IV-20) est similaire à celle de la figure (IV-17) : 

le chemin optique moyen croît lorsqu'augmentent les dixtensions des particules 

puis décrozt lorsque l'effet de la pointe arrière devient important (a = IO), 

les photons ayant alors une forte probabilité d'être réfléchis en ayant parcou- 

ru un chemin optique h petit. 



Lorsque l'albédo de diffusion ,ugmente, la probabilité p(X) 

associée aux grandes valeurs de X augmente également, les photons c.orrespon- 

dants sont alors très pénétrants et la saturation n'est atteinte que pour des 

épaisseurs optiques très grandes ; dans le cas wc = 0,9999, elle n'est atteinte 

que pour T 2 250 et dans ce cas < X > = 260.  

L'étude de l'influence de l'épaisseur optique sur la distribution 

du chemin parcouru par les photons réfléchis nous a permis de définir la péné- 

tration du rayonnement à l'intérieur d'un nuage avant sa réflexion hors de 

celui-ci. Cette notion nous sera fort utile lorsqutil faudra considérer des 

atmosphères inhomogènes. 



Tableau (IV- 1 ) 

Nombre de photons réfléchis par une couche nuageuse en fonction de son 

épaisseur optique T . 
(Normalisation au cas semi-infini. ) pour 100 photons dans le cas semi-infini. 



Figu re  I V - ]  

D i s t r i b u t i o n  f  (A) du chemin opt ique  pour d i f f é r e n t e s  é p a i s s e u r s  op t iques  
T 

T ( indiquées s u r  l a  f i g u r e )  

Nuage monodispersé a = 2  

O = 0,999 
C lJ = uo = 1 

F igure  IV-2 

D i s t r i b u t i o n  du chemin opt ique  h des photons q u i  ont péné t r é  jusqu 'à  l a  couche 

( T ,  T-  1) 

g r ( A )  = I ( o c )  ( f T ( i )  - f T - ]  ( A ) ) I ( I ( m c , ~ )  - ~ ( U ~ ~ T - I )  

Cas de l a  f i g u r e  ( I V -  1) 

F igu re  IV-3 

Fac t eu r  de no rma l i s a t i on  de l a  f i g u r e  (IV-2) 

h ( r )  = (1(wc,r)  - I ( O ~ , T - ~ ) )  I ( u C )  

c ' e s t  l e  nombre t o t a l  de photons q u i  on t  péné t r é  jusqu 'à  l a  couche 

( T ,  T-1) e t  r é f l é c h i s  a p r è s  avoi r  parcouru un chemin op t ique  1 quelconque 

F igure  IV-4 

Légendes i d e n t i q u e s  à c e l l e s  de l a  f i g u r e  (IV-2) 

F igu re  IV-5 

P r o b a b i l i t é  d ' une  p é n é t r a t i o n  jusqu 'à  l a  couche (T,T-1)  pour des photons 

r é f l é c h i s  a p r è s  avoi r  parcouru un chemin opt ique  t o t a l  A dans l e  nuage 

(approximation de ~ ( 1 ,  t )  /p(A))  

g , ( ~ )  = ( f p )  - f T - ]  O ) ) / P ( A )  

Ce t t e  fonc t ion  e s t  p résen tée  pour deux va l eu r s  de A 

Cas de l a  f i g u r e  (IV-2) 



F i g u r e  IV-6 

P r o b a b i l i t é  d 'une  p é n é t r a t i o n  j u s q u ' à  l a  p ro fondeur  o p t i q u e  t pour  des 

photons  r é f l é c h i s  a p r è s  a v o i r  p a r c o u r u ,  a u  t o t a l ,  un chemin o p t i q u e  1 dans 

l e  nuage : p ( X , t ) / p ( X )  

Nuage Vénus : i n d i c e  n  = 1 , 4 4  

rayon c r i t i q u e  0 , 8  p 

longueur  d 'onde 0 , 8  u 

O = 0,9997,  p = p0  = 0,866 
C 

F i g u r e  IV-7  

P é n é t r a t i o n  moyenne E(X) a s s o c i é e  à un chemin o p t i q u e  A 

Cas de l a  f i g u r e  (IV-6) 

+ E(X) c a l c u l é  d ' a p r è s  (IV-1 1 )  
- - 1  

+++ f o n c t i o n i n v e r s e  X ( t )  

F i g u r e  IV-8 

Chemin o p t i q u e  moyen1 ( t )  a s s o c i é  à une p é n é t r a t i o n  j u s q u ' à  l a  p ro fondeur  

o p t i q u e  t .  

Cas de  l a  f i g u r e  IV-6 

\ 
Chemin o p t i q u e  moyen X ( t )  a s s o c i é  à une p é n é t r a t i o n  jusqu ' à  l a  profonc 'eur  

o p t i q u e  t .  

Nuage 1 , a  = 271 r/X = 2 ,  w = 0 ,999 ,  li = iJ = 1 
C O 2 2 

On a  f a i t  f i g u r e r  s u r  l a  f i g u r e  l e s  c o u r b e s  A = t e t  1 = 0 ,36  t à t i t r e  de  

comparaison,  a i n s i  que l e  chemin op t i q u e  moyen < 1 > comme une f o n c t i o n  de 
T 

1 ' é p a i s s e u r  op t i q u e  du nuage.  



Figure  I V - I O  

V a r i a t i o n  du chemin moyen de p é n é t r a t i o n  A(t) en fonc t ion  de  1 ' ang le  de 

r é £  l ex ion  c a l c u l é e  par (IV-1 6) . 
Nuage monodispersé a = ~ I T  r / h  = 2 ,  w = 0,999 

C 

Figure  I V - I I  

Chemin moyen de péné t r a t i on  A ( t )  

Nuage monodispersé a = 2n r/A = 2 ,  w = 0,99 
C 

u = Po  = 1 

- Calculé  d ' après 1 'approximation (IV-39) 

Calculé  d  ' après  1 ' express ion  (IV- 16) 

F igu re  I V - 1  2 

Légendes i d e n t i q u e s  à c e l l e s  de l a  f i g u r e  ( IV-I l )  

w = 0,999 
C 

Figu re  I V - 1 3  

Légendes i den t iques  à c e l l e s  de l a  f i g u r e  (IV-II) 

W = 0,95 
C 

) Calcu lé  d 'après  l ' e x p r e s s i o n  (IV-16) U = U = 1 
O - - -  - I I  I I  li = Fio = 0 , 5  

1 t l ' approximat ion  (IV-39) 

F i g u r e  IV-14 

- 
Chemin moyen de  péné t r a t i on  A ( t )  

Nuage Vénus (chap . I I I )  w = 0,999 u = = 0,866 
C O 

- Calculé  d 'après  1 ' approximation (IV-39) 

/ Calculé  d 'après  1 ' e xp re s s ion  ( IV-16)  



F i g u r e  IV-15 

- 
Chemin moyen de p é n é t r a t i o n  l(t) 

S t r a t u s  ( v o i r  t e x t e )  

- Approximation (IV-39) 

E x p r e s s i o n  (IV-16) u = e = 0,866 
> -  - -. O 

- - E x p r e s s i o n  (IV-16) l~ = 3 = 0 , l  
O 

F i g u r e  IV-16 

- 
V a r i a t i o n  du chemin moyen de p é n é t r a t i o n  l ( t ) ,  c a l c u l é  d ' a p r è s  l ' a p p r o x i -  

ma t ion  (IV-39), en  f o n c t i o n  de l ' a l b é d o  de  d i f f u s i o n  @ 

Nuage Vénus (chap . I I I )  

V a r i a t i o n  du chemin moyen de p é n é t r a t i o n  X( t )  c a l c u l é  d ' a p r è s  1 'approximat ion 

( IV-39) ,  avec l a  f o n c t i o n  de d i f f u s i o n .  

Nuages nionodispersés ,  (n  = 1 , 3 3 ) ,  l e s  pa ramèt res  de Mie ( n =  2 n r l ~ )  s o n t  

i n d i q u é e s  s u r  l e s  courbes  O = 0,999 
C 

F i g u r e  I V -  18 

Chemin o p t i q u e  moyen, < X  > ,  p a r c o u r u  dans une couche d ' é p a i s s e u r  on t ique  7 .  r 
Nuage monodispersé  ( a = 2 n r / ~  = 2) u = 0,999 ) , = y  = 1  

C O 

Approximation (IV-46) 

* V a l e u r s  e x a c t e s  

Lorsque T -+ m, l ' a p p r o x i m a t i o n  (IV-46) donne <i> 82 au  l i e u  de  78 ( v a l e u r  

e x a c t e )  . 



F i g u r e  I V -  19 

Légendes i d e n t i q u e s  à c e l l e s  de l a  f i g u r e  (TV-18) 

S t r a t u s  ( v o i r  t e x t e )  p = u = 0 , 8 6 6 ,  = 0,9997 
O c 

F i g u r e  IV-20 

V a r i a t i o n  du chemin o p t i q u e  moyen < A  > a v e c  l a  f o n c t i o n  de d i f f u s i o n  
i 

Nuages monodispersés  (n=1 ,33) , l e  pa ramèt re  de Mie cor respondan t  (a=2nr lX)  

e s t  ind iqué  s u r  chaque courbe = u = 0 ,866  O = 0 , 9 9 9  
O C 

Figure IV-2 1 ) 

V a r i a t i o n  du chemin o p t i q u e  moyen < > _ >  a v e c  l ' a l b é d o  de d i f f u s i o n  L 
C 

Nuage Vénus (chap .  I I I )  u = b0 = 0,866 

w v a r i e  de 0,999 à 0,9999 p a r  p a s  de 0 ,0001 
C 

Pour w = 0,9999 <)\> 260  e t  l a  s a t u r a t i o n  a l i e u  pour = 250 
C 

































Figure IV-16 



Figure IV-17 


























































































































































































































