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INTRODUCTION

On a étudié la formation du rayonnement polarisé dans un milieu

diffusant., Le modéle utilisé est celui d'une couche plane et paralléie,
qui constitue une bonue approximation pour des atmosphéres planétaires
stratifiées et optiquement denses., Nous nous limiterons dans les appii-
cations au rayonnement réfléchi par une telle couche, en envisageant
plus particuliérement 1'analyse de la lumiére solaire réfléchie par

Vénus.

Les diverses méthodes de résolution de 1'équation de transfert
conduisent en général & de trés longs calculs méme lorsqu'on néglige la
polarisation. Dans cette approximation, la méthode des harmoniques sphé-
riques {DEVAUX} semble une des plus performantes ; il parait difficile de
1'utiliser sous sa forme générale développée par KUSCER de fagon théorique.
Nous avons donc essayé de l'adapter et dans un premier temps, nous nous
placerons en incidence normale ol le probléme est plus simple, compte-
tenu de la symétrie. A partir de la méthode rigoureuse des harmoniques
sphériques, nous développerons une méthode d'approximations successives
et montrerons qu'elle peut s'étendre au cas d'une incidence oblique.

Ses possibilités théoriques semblant toutefois relativement restreintes,
et aussi pour disposer, aux fins de comparaison, d'un calcul exact, nous
avons étudié la méthode des ordres successifs de diffusion.

Darrs un dernier chapitre nous montrerons comment utiliser cette derniére
méthode pour étudier la polarisation localisée de Vénus et nous présen-—

terons les premiers résultats obtenus.
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I -~ DEFINITIONS

La grandeur de base est la luminance énergétique monochromatique
(W.m-3.st_l). Le rayonnement polarisé dépendra de quatre paramétres que l'on
précisera par la suite, donnant par exemple 1l'@clairement, le taux de pola-
risation, la direction et la forme de la vibration polarisée ; sa luminance
sera donc représentée par une matrice colonne de dimension quatre, %(M{;),
fonction du point M et de la direction 5.

Un faisceau paralléle, de polarisation quelconque et défini par sa

matrice éclairement Eo’ subit, dans ume traversée d'épaisseur ds du milieu,

des pertes 4%3 par absorption et dgd par diffusion. On définit :

..l
.. ' , . - -
un coefficient d'absorption b(m ) : dga b ds %0

un coefficient de diffusion k(m-l) dEd = - k ds %o

et note K(M) = k(M) + b(M) le coefficient total d'absorption
wo(M) = k(M) /KM) 1'albédo pour une diffusion simple.

. +> > . . . .
La matrice de phase g(M;s,s'), de dimension 4 x &, caractérise la
. - . -« > Py .
luminance diffus@e dans une direction s', par un é€lément dv de volume diffu-
. . . 2 . o

sant placé en M et recevant dans la direction s, un faisceau paralléle, de
matrice éclairement Eo
k dv > <

] ,‘+ -
4«: A,{(M;s,s ) ,l';‘.‘o(li,S) (I-1)

LO4,3) =

ol A est la section apparente de dv dans la direction ;'.

Nous nous limiterons en primcipe au cas d'une couche homogeéne,
limitée par deux plans paralléles et infinis, uniformément éclairée sur sa
face supérieure par un faisceau paralléle. L'équation de transfert prend zlors

la forme classique :

w 2n [+l

u 3&(;::11,45) = k(TW"” - _4—::— R(U,‘ﬁ;\i',d") k(T;U'ﬂb') du' dé'
(e} -1

" t/u (1-2)

o . o
H g(u,¢:uos¢°) W{ e



- . . . . >
oi © et ¢ reperent la direction de propagation s
respectivement par rapport i la verticale ascendante
et 3 un axe origine arbitraire dams le plamn hori-

zontal. On posera par commodité u = cos® . Les

variables H, et ¢0 repérent le faisceau incident

de matrice &clairement 7F.
Pour des milieux homogénes, la profondeur optique est définie par

T = (k+b)h, ol h est la profondeur géométrique dans la couche.

11 - PARAMETRES DE STOKES ET DE KUSCER

Considérons une onde plane monochromatique, partiellement polarisée,
¢n propagation suivant ume direction oz. Dans le formalisms de Stokes, le
vecteur champ &lectrique est Jdécomposé davs la plan perpendiculaire & ca,

.. B 3
an 2 vibratiowns rectilignes €, et e [
A {,' M

>
e

= s
E = Re (E +E e, (1-3)
2 2 Vo

et on assocle au faisceau la matrice colonne

)
o
i
[eo]
[
mJ
[a]

E +EE (1-4)

O
I
b o
™
wlry
1
=
x>
m1

"
IS
[a}

—_ . *
les quantités EiEj désignent les moyennes dans le temps, et Ei est la quan-

¢ complexe conjuguée de Ei'
Kuscer {3} a montré les simplifications importantes apportées i la

résolution de 1'équation de transfert si 1l'on décompose le champ sous la

forme
-+ -+ >
E = Re(E+e++E_e_) (I-5)

;} + - . [ . -
o a+ et e sont deux vibrations circulaires inverses et unitaires.



On peut ainsi définir une nouvelle matrice éclairement

L p——— - -

?12 E+E_' Q-iU

: o _

iIo | ] E+E+.‘ 1 I-v

= | [ ! = e -
% ? ] 5 CEE | 3 (1-6)

1o 'E EX | I+V

i =0 | ‘1

1| E £ Q+iU

L’Z_J L=+ Coo

oi les indices m = + o et * 2 indiquent que dans une rotation des axes é?;)
d'un angle ¢, les différents paramétres sont simplement multipliés par
elnw, comme on le verra. La forme de 5(8) dépend évidemment du choix de la

décomposition,

II1 - EQUATION DE TRANSFERT DANS LE FORMALISME DE KUSCER

Z,

W

v ~<

_____/EV‘

X,

La luminance diffuse k(M,Z') sera définie par rapport aux vecteurs umitaires
i et ;' respectivement paralléle et perpendiculaire au plan méridien
contenant la direction ;' de propagation,

Par contre la matrice de phase P(B) est en général définie, 3 partir de la
diffusion primaire, par rapport 2 deux Vecteurs respectivement paralléle

et perpendiculaire au plan de diffusionm.

Pour appliquer la matrice de diffusion P(®) sur le rayonnement incident
k(M,E') dans (I-2) il est donc nécessaire de faire tourmer les vecteurs

T' et ?' d'un angle X' autour de ;‘. De la méme fagon, pour ramener le

. _ > -> -»> .
rayonnement diffusé k(M,s) aux axes { et r, 1l faudra effectuer une rota-



-
tion d'angle -x autour de 1'axe s.
L'intérét du formalisme de Kuscer est que les matrices de rotation Rfy) s'y

~

expriment trés simplement, & savoir :

eZiX o o o
o 1 o o]
E(X) - o o 1 o (=7
o o o e-Zixi
|

avec de plus la relation 5?{) = 5(*x)

L'équation (I-2) s'@crit alors

w (27 {+1
“%%“W¢>fammw‘zg §lw£Qméuﬁhﬁmw0®'u'
‘ o -1 .

(1-8)
w_ T/H
-2 °3g
4 A

100 B8 BOxy) E

On peut alors séparer les variables 6§ et ¢ si les éléments P de la matrice
gK(@) sont développés sous la forme :
f=e L

8 Pin(coss) (1-9)

P (cos®) = Lo o al, tni)Pm

ol les Pin(cose) sont leffonctions généralisées de lLegendre {3}. En effet

celles-ci respectent le théoréme d'addition

T (eose) e = [T (-)® pL G PL G exp(is(4-"), (1-10)

et chaque &lément P s'écrira :

@ Bl
f=sup([m/,inl,/s]) m

)]
~1
)]
]
+

Py (Hodsn’ 56" exp(is(¢-9")) } P;s(u) Pis(u')

]

157" exp(is(o=e ) Shu,u ") (1-11)

en développant maintenant %k(t;u,¢) sous la forme



L (tsus¢) = Z::ﬁ: %éskr;u) exp(is(¢-¢ ))

on obtient, aprés une intégration on ¢' immédiate et en identifiant dans

1'équation (I-8) les termes en (¢*50)

i“—S< ) = P -2 PO B ar -2 ope) g
Ly G £ Ly (Tsu 5 R Hou') L (tsu 5 e Gsu JF
(I-12)

(s)

(5) P s e
1] 1
(},1 oH ) de Pl (]J. oH ) ont été définis par (I - 1 1) .

oi les éléments p

IV - RETQUR AUX PARAMETRES DE STOKES

On pourrait résoudre ce systéme d'é&quations mais on préfére revenir
aux paramétres de Stokes dont la signification physique est plus simple. Il
suffit pour ceci d'appliquer au systéme la matrice T qui permet de passer

A
des paramdtres de Kuscer aux paramétres de Stokes, i partir de (I-6)

— 4
o} i i 0
- l. 1 0 o] 1
A 2 i 0 o -1

o 1 -1 o

L -

Le systéme (I-12) devient alors

S ?
3L w_ [+l . w_T/u
gt = 1S . __0 8 ' 8 Lt : 0 o5 8
B (T = L (i) 2 |, Bop(ou’) Lo (msu’) duw'a—=-e "By (uu )Fc,
(I-13)

;t(u,u') = T PST-’l seront explici~

¥ ari -0 3 +o et ol le uantités P
ol s varie de a i les g LY

A
tées plus loin.

Si le faisceau incident est paralléle, gg admet un plan de symétrie, (et on
se limitera 3 ces cas), il est clair que les quantités réelles I et Q sont

symétriques en ¢, et U et V antisymétriques, et que l'on peut écrire :
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I(t3u,0) = [oo_ To (1) exp(is(¢-¢)) = T._ (2-6_ ) 1°(31) cos s(4-4,)

(I-14)

X

Qi) = Lo Qg (o) explis(pg )= T._ (26 ) Q%(xsu) cos s(sp )
(1I-15)
Utsu,g) = Do, Ug,(tsm) exp(isemg )= Lo (278, USCrsn) sin s(o-0,)
(I-16)
Tomme Voe (To1) exp(is(4=s )= Io_ (2-6_ ) Vo(xsu) sin s(4=9 )

[

V(T 5u,¢)
(1-17)

En développant les quatre équations précédentes et en séparant d'abord

partie réelle et partie complexe puis en identifiant en cosinus et en sinus

on trouve :

I:t =1°; Re(Izt) = Re(I;i) = %i : Im(Izt) = Im(I;:) =0
Q:t = Q0 H Re(Q:t) = Re(Q;:) = %i : Im(Q:Z = Im(Q;i) =0

o s -3 Us . s -8

st = © ) Im(Ust) = Im(Ust) == Re(Ust) = Re(Ust) =0
Vo, = o ; Im(V3) = Im(V ") = - ;i j Re(VE) = Re(V;:) =0

En utilisant alors ces relations dans le systéme (I-13) et compte tenu de

1'expression de th(u,u') donnée en (I-23) on obtient finalement le systéme

suivant 3 résoudre pour s positif :

+1

aIs s Yo s ' 8 . ' Yo +l s )
wo— () = (e - — T(rsu') A Gop') du' - = Q (t;u")
‘ - - Bu,u") @
wO *l s s wO T/uo s
+— - oy ? ey ? v Y
5 (1=8 ) U (r5u") C (usu') du 7 Fe AT(u,u )
(I-18)
BQS s “s * s s
B (1) = QT - Q (t;u") D (u,u'"ddu'. .
T 4 -1
ug *1 s S w [o] *l S S
+1-8 5 2 v (3w ES( U du' - . (') B (u'w) dy'
, (I-19)
' w_ |+ F ./
o] s s (ﬁo Ty
- = v ; o _s
+Q Sos) 4 | _ (t5u") 6 (uoy") qy' - 8 © B (ug,m)



93U s s mo +‘/l s s
“B—T_(T’“) U(r;u)-;— UiCrsu") Fluu') du'

€

o] r+‘ S S mO 1 s s
t Q (tu") E (u',n) du'*;— I"(rsu") C (') du’
-1 -1

/

™ [+1 s s moF T/uo s
i ViCrsu') H ') du' + -5 © o (uo,u) (1-20)
J-]
s w +1
Vv s o s 8 .
pu —(tiu) = V(tu) - 5 LANCEITRD IR R (TRRTRD R. TR
9T 2 -1
m0 *+ S s wQ *+ S 3
i Q(rsu’) G ') du' - = U {rsu’) B Y ep
-1 ‘ -1

avec les définitions suivantes :

A ") = ZLS B, Pi(u) Pi(u')

B = Iy 2ieTe Pe@) (Bop@) + BL @)

CChu™ = Iy seTs Fo®) Prpy @ = 2o, w")

D) = g Iy coase (0 (B (0 * PL_ (W) (L, +EL ")
+ g (0L, 00 - Pl @)@ - P, M)

1

L
LTLEE

2 % A | .
2=sup(2;s){a2(P82(u) + Ps_z(u))(Psz(u ) Ps_z(u ))

+

I T L, _
g B + P (M) (P P P o}

PG’ = 3 Dpegup(2:0 (@ P @) = Poy)) LG = PL_, ")

+

[ 2 L., £ .
Ez(Psz(“) + Ps-z(“)) (Psz(u ) + Ps_z(u M}
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RESOLUTION DE L'EQUATION DE TRANSFERT PAR LA METHODE DES HARMONIQUES

SPHERIQUES DANS LE CAS D'UNE INCIDENCE NORMALE

! = Introduction

Comme on |'a vu dans les rappels,la résolution de |'équation
de transfert dans le cas d'une incidence oblique est compliquée,puisqu’on est
amené & résoudre simultanément quatre équations Intégro~dlfférentielles,et
ceci pour chaque terme de la décomposition en série de Fourier. En inci-
dence normale,le probiéme est beaucoup plus simple;le systéme étant symé-
trique autour de la direction d'incidence,les différents paramétres sont
indépendants de I'azimut et seul le cas s=0 est & traiter. De plus U et
V se développant en série de sinus n'apparaitront pas,et le systéme intégro-
différentiel ne porfera que sur les paramétres | (r;u) et Q (t;u). Du fait
de ces simplifications nous avons choisi de nous placé} en incidence normale
afin de tester le probléme de la polarisation. Comme la solution exacte avai:
déja été programmée {5} ,en nous basant sur le fait que la luminance totale
dépend assez peu de la polarisatlon,et que par conséquent |'équation sur
I (t;u) peut &tre résolue sans tenir compte de Q (t;u),nous avons mis au

point une méthode itérative pour le calcul du rayonnement polarisé.

II_-_Calcu] exact par_les Harmonigues Spherigues

i s 290 s e Tk s e 2 e S T e Tt . S S S 2 e A 4 Lo b e A Sk e o o

Nous rappelerons succintement fa méthode de résolution
"exacte"{5} de fagon & poser les équations & résoudre. D'aprés (1.18) et

(1.19) on doit résoudre le systéme.

31 (s ) ‘ wo  +1 Zp
n—" = ] (1) - —— f [ (tsu) Z By Pz_(u’) du'
3t 2 2=0
(e
wo * %p 2, ] 3} wo -T Zp
_ ——-f Q (T;u')ﬁ yle(u Jau' - F e Z 32(-1§ F’Jt (u)
2 _1 ='2 4 4QI=O
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3Q(t;p) wo +1 2p 2
b— =0 (uw -—f  Q(un [ ay PY o PEu) aw
9T 2 -1 =2 —
(11.2)
w o *1 .2 3 wo T 2p y
S S NI EPYQ P tu" PY ) dut - — e ) yz(-1¥ PY (1)
2 -1 =2 2 4 €-2 2

La procédure normale des Harmoniques Sphériques consiste a developper

I (t;u) et Q (1;u) sous la forme

2%-1
ICr;u) = 4 (28+1) A£ (1) P2 (u)
2=0

2%-1 2
Q (t;u) = I (22 +1) BL (t) P° (w)
1=2 2

et & substifuer ces developpements dans les équations (i!.1) et (11.2), En
- 2 .

identifiant les coefficients des polyndmes P£ (u) et PZ (w)y  qui forment

des systémes complefs sur |'intervalle [~7,+1]) on obtient un systeme dirt-

férentiel d'ordre 4p - 2 en A, (1) et B, (1)

gyt dAg_1 (D woF 2 T
(2 +1 ) ——— + % = (28 +1 - wo 82) AQ {t) - (-1 B,e
dt dr 4 h
(ri.4)
By, 4 (1) dBy_§v) |
STTEHT D U o S $ =(20 +1 = w_ay) By(1)
dr dt °
w F X K (.
- (-1) Y, ©
4
dont la solution générale s'écrit
- 4p-2 VT T 4p-2 .7
A, (1) = A8 " =i - j
2 L + }31 ki e 92(“i)3 BQ(T) = gge %=1 kie hz(vi)
(el

Les termes en xzeT glcorrespondenf a la solution particuliére du systéme

complet (1].4) et (11.5),a laguellie on ajoute avec des constantes d'inté-



._] ]~
gration k‘ a déduire des conditions aux |imites, (4p~2) solutions du sys-
téme homogéne associé,solutions cherchées sous la forme :

VT

Aglt) =gy (e 5 B, (1) =h, (ve T

(rn

Le calcul des coefficients Vis gg(v‘),hx(vi) et ki constitue l'essentie!
du probléme numérique posé. La difficulté vient de la résolution du sys-
téme homogéne associé (11.4) et (11.5). En remplagant (1!.7) dans (1.4} et

{(11.5) on obtient les deux relations de recurence.

v [/TERTET hy,y + /TEDE 2 by Je (@R s1 = w ) n,

1

w Yy 9, 2 =0,1....,2p~1 (Hl.8a)

y [ (2+1) gq,, * %9, ] o+ (2841 “uB0g = w_ vshy

;A

=2, 3....,2p-1 (11.807
Ce systeme linéaire est initialisé par la donnée de go(h1=0 et g_y= 0). Les
solutions étant définies & une constante prés,on pose 9 = 1. La compatibilire

du systéme est alors assurée si on peut choisir h, et v de tagon a respecter

simultanément :

{(v,h.)= O ; h

92p (Vs 2p (Vah)Z 0 (1.9

On vérifiera sur les équations (11.8) que g cet hZ sont de la forme :

_ %nfver(ﬁ/%)a? Ch bz ) vzm_£
9z Lo m 2 °m (11.10a)
entier(2/2)
RN 2 L 2m-2 \
et hz = é:g ( dm + h2 fm Y v (11.10b)

2 L £
ol tous les coefficients 3p, by, c et d se calculent facilement par

N

récurence. On peut donc calculer ces coefficients & 1'ordre 2p et,en &liminant

h2 entre g2p et h2 sobtenir une équation de degré (2p-1) en 92 qui donnera

P
les (4p-2) racines v; cherchées,soit

: 2m p
5oV ¢ 5o ey (T 2™ a2Py

& S Tm L m L m

=0 m=0 m=0 m

I >~

vZ"2Py - o L
O m

L'extraction directe des racines X; =V ? de I'équation (11.11)

serait délicate,aux ordres p élevés qu'on doit utiliser pour traiter cor-
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rectement le cas de fonctions de phase anisotropes. En fait le calcul est
effectué de proche en proche,d tous les ordres d'approximation 4,5,..,2p,
cette phase du calcul restant néanmoins trés délicate.

De la méme fagon on cherchera une solution particuliére

du systéme complet (11.4) et (11.5) sous la forme :
T T.

Ay (1) =2, & et B (1) =g, e

ce qul condult par substitution aux récurences

S =D 3 gy« VIRDE D) gy, + (2041 - w_ap) ¢,
= + % &l
0 Yy Az mOF (-1) Y2/4 (11.128)

. £
( 2+1) A£+1 + 2A2_1 + (22 +1 - woBK)Af woylgl + woF(~1) By /4

(11.12b)
7= 0 et £1 = 0

et sa compa+ibi!i+é assurée si on peut annuler AZp etg Zp‘Le systéme étant

Le systéme est initialisé par la donnée de 2 et E50 A
}inéaire on posera :

Ay =01A0 * by et £, =d; £ , *+ f (11.13)
En substituant (11.13) dans les équations (1!.12a) et b),on obtient des
relations perme++an+ le calcul des coefficients a e Doy d g0 et f 2 3

ITordre 2p; et on en déduirs Ao et £2 par :
=0 = d &2 + f (11.14)

Ao et 52 étant connus on calculera alors Ay et £y d'aprés les relations
(11.12a et b)

I'l reste @ déterminer les (4p-2) constantes d'intégration kyw On
a retenu les conditions de Marshak {6} qui ont ['avantage de respecter les
conditions sur le flux en haut et en bas de la couche. Les relations qui
en résultent sont les suivantes (dans le cas ol il n'existe pas de sources
extérieures diffuses):

+1 . -1

5 uZJ—!l( TyoH ) du =0 ; f u2j—1 [ (O;u) du = 0
0 0
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+1 , : pl P
Y 10(11;113 du=0 ; [ v¥ T owwde =0
0 o]
d =1, 2,..,p-1 (11.15b)
Remplagant | et Q par leurs développements (11.6),on obtient un sys-
téme |inéaire de (4p-2) équations en k? gu'on peut mettre sous la forme

matricielle :

i _ .. _
(aj)(ki) = (bj) b, d =1, 2,..,4p-2

Pour un milieu diffusant nécessitant un développement 3
un ordre donné 2p,la méthode précédente améne donc & résocudre un polyndme
d'ordre 2p en v2. En néglligeant la polarisation, le polyndme 9y, = © dont
on cherche les racines n'est que d'ordre p en v2 et varie de fégon ré-
guliére (d'ol une extraction de raclines relativement aisée). En polarisation
fe polyndme (11.11) varie au contraire trés irréguliérement, ce qui com
plique le probléme.

On peut éviter ces difficultés par une résolution approchés con-
duisant @ un calcul itératif, mais ol on n'aura & ftraiter que des poly-
ndmes de degré p en v? . On calculera d'abord la luminance | en ndgligeant
ta polarisation. On sait que cette approximstion est déja excelilente {7
Soit I(O)(T,u) ta solution de (11.1) ol !'on néglige Q (t;u) au second

membre. Dans |'approximation d'ordre 2p on aura donc

254 2p *
I(O)(r,u) ’='§ (28 +1) P2<“{Aé0) T k?O) e V1T 9, (v? )} (11.16)
=0 i=1

*
ol AéO), ki(O), 91(V;)'e+ vT se calculent suivant les procédures exposées

précédemment mais sur des systémes plus simples. En particulier on calcule

*

v, d partir de I'éguation 92p (5 = o dans laquelle h2 n'intervient plus.

Les g 2(3? se déduisent de la récurence (I1.8b) dans laquelle h, = o. Enfin

le calcul des constantes k§o> se fera uniquement sur les équations(|].15a).
De la méme fagon, soit Q(O)(r;u) la solution de l'équation (11.2)

ol on néglige la source | (t;u) au second membre : on aura

2p-1 1t 2p-2 Rk
0w = § @ en P { £ % T 9Ty )}(;[.17)
¢ { £ {
R=2 2 i=1
avec des calculs semblables & ceux donnant !(O)(r;u): %%5 racines n? sont
celles du polyndme th ($7 (avec Bi (1) de la forme e h 2(n*)); on

utilisera les récurences (11.8a) et (11.123) avec gy = 0 et Xzo; les cons-

tantes d'intégration li(O) seront dédultes de la relation (!11.15b).
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Q(o)(t;u) est a priori sans valeur,mais puisque I(O)(r;u) est
une excellente approximation,en remplagant I (t;u) par !(O)(r;u) dans
QP

I'équation différentielle sur Q,la solution Q (1;u) qui en résulfe doit

constituer une solution satisfaisante du probléme. Cette itération conduit

a I'équation simple

n w +
b3 w0 M - == T o P P oMy Dy
- o 2 Pr 2

2p=-1 _ 2p vt
I T I B AR I VL P ML W VL P }
i=2 =1

{
, - o) 5
de lp méme forme que celle en Q ~'(7;p) aux sources prds connues en

1

2 3on raméne ainsi le probléme de !'Influence de la luminance & un

simple calcul de solutions particuliéres correspondant & ces nouvelles

sources et la solution de (11.18) s'écrira :
(0

. 2 "’ T 2: P Ve T
M = § (e o) P2 (u>{ g e o 7 el e
) 2 ;

(1) N

oli les coefficients g, et g, ; se déterminent & partir des récurences
Ed

TEDCED gl + [TE30 FTey,y - @ etmug ey gl

. _O 1y ; (o)
Yo D] MY lﬁ (t1.20a)

* ‘ (1) (1 ! ap
- ﬂ'.- i~
v Y{ 2+2)(R 2)&2__1’.‘ + V{ 8+3( % 1)52*1,3 + {28 +1 mD “2)5}1,;

{o)

*_ -
= wy vy K g, D (11.200)

Symétriquement, on obtiendra pour la luminance fotale une solution |+térée

r#T 2 »*'
_Ne . - Po T b
k(Tze i *ZP k;]% | 5, (v:-)?

(1 =T 4
(22 +1P, (4 A Pe™ &
> g T > f=1
‘ = i

(

2
| IJ(T;u) = Z
£

(rh.zm
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avec les initialisations a, = 1 et b] = b, = a; = o.
On cherche alors a annuler X2p ce qul donne la valeur de:xz = -‘—ig—
Cependant puisque les coefficients a, suivent exactement la méme P

récurence que hy (n:) et .gue n? a été déterminé en posant th(n? ) = o,
nous aurons a2p¢= o d'ol 1'impossibilit+té de calculer Xy- Les solutions
particuliéres,si elles existent,ne seront donc pas de fype exponentiel.

~

De toute fagon,les itérations seraient alors difficiles 3 effectuer ce

qui ferait perdre de |'intérét & la méthode. D'autre part nous verrons
dans les résultats,que les solutions I(1) et Q(]) condulsent déja &
d'excellents résultats et qu'il n'est donc pas nécessaire de poursuivre

les itérations au deld du premier ordre.

Remarque sur le calcul des récurences

Prenons |'exemple des relations régissant les coefficients gF(V?}

et h z(dﬁ) Ces relations sont de la forme :

e ’\ax Xpey v 2 g X 2-1} *wy X g= O

avec & =viet x, =g, ou®=netx=h,
Les coefficients a 2e‘l‘wL étant connus et constants.
Lorsque |'on a déterminé la racine ©telle que ><2p (@) = o, on peut calcuke;

tous les coefficients x qJpar récurence

a partir des coefficients Initialisés x = 0 et % = 1

min-i min

Cette récurence donne cependant une forte propagation d'erreur lorsqus la

racine © est inférieure & 1 en valeur absolue {B} ,si blen que les coef-

ficients x, sont faux et que x2p est différent de zéro. Cette erreur est

~liée a la précision avec laquelle on connait les racines.

Pour éviter cette erreur on calcule les coefficients X, dans le sens inverse:
X'2-1 = - (a Rx'z+1 *wyx'y/ @)/ag‘_1

en initialisant avec x'zp_1 = 1 et x'2p7= o .
La récurence fournit alors la va!euc,deAg'm.n qg}il faut normaliser & 1.
£

i
Pour obtenir leS'ut il suffit de poser Xp = ——
!

s SR« S .
Nous allons voir maintenant un exemple appliqué & la récurence

X

sur les coefficients g grPour des particules caractérisées par le para-
métre de Miex = 2 et un albédo wy = 0.999 ( les fonctions de phase étant
développées & |'ordre 2p =8).

La récurence est effectuée pour la plus péfi+e racine JZ 0.031491109

On salt que pour cette plus petite racine la série des g, converge ce qui
est un polnt de comparaison.
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On a noté dans la premiére colonne le résultat obtenu par la récurence
"directe" et dans la seconde le résultat obtenu & partir de la récurence

"inverse" ceci en fonction de !l'ordre & .

L récurence directe récurence inverse
0 1 1

1 -3.175499  107° -3.175499 1072
2 5.819448 1077 5.819431 107%
3 -8.7552706 107° -8.692468  107°
4 32777311 107° 1.247682 1077
5 -1.7572774 1074 -1.7940974 107°
6 1.0183793 1072 2.6096023 107
7 -6.0011399 107 ~3.83520505 1077
8 3.5720639 107 0

. +* P N .
Pour les racines v supérieures a 1,la propagation d'erreur est
négligeable et ce résultat indépendant du sens de la récurence.

Considérons maintenant une récurence avec second membre de la forme

* By g X rowp xp= f

9 *g o+ 2 27T
La méthode inverse qui consisterait & poser x, = ¢, x,_ ., g,
A A LDt
et a chercher xzp_1 en annulant x est impossible; en effet la ré-

min=1
curence n'est pas définie pour 2 =min -1,

On peut néanmoins apporter une amélioration & |la méthode directe.

ST on pose x 2= 4 Xmin * d, , par identification, on aurs

0 (az Cogaep * 3.9 C £_1] Ywy Cp =0
<) [a2 d geq t S gy d 2_]] v, dp o= fp
Ve Crpin-1 ~ dnin-1 = 9min = © ©F Cyp =

On voit donc que !'on est dans les conditions pour applicuer la récurence

inverse sur les coefficients ¢ 2(comme avec les g, et o ) et les déter-
Sg ‘

miner ainsi avec plus de précision.

Solution finale

Les formules (11.16,17,19 et 21) permettent donc de calculer | et
Q dans toute la couche. Les diagrammes obtenus avec ces expressions brutes
donnent cependant des oscitlations autour des valeurs exactes qu'on peut

éliminer en intégrant formellement les équations initiales (11.1) et (1.

[

{9} . En particulier,pour le haut de la couche (= 0 ) les solutions for-

melles sont les suivantes

2p-1 & +1

T F -t T \ N \

I (o 31 = ; T wo e—f/u [:; e é— 8, P; wh (=11« 5' Alt;uh dp'} da+
o 2p -0 o

P
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L By PE (“)PL(”') I (+;u")
=0

avec A(t;u")

2p-1 L
3 g Yy Pg (0 PZ (u") Q (+;u")
=2

T, W _ _+ 2p-1 2 +1

et Qlosu) = jl__ﬁ e*I/u [-E e i f Yy P;(u)(—1) + 5 B(t+,u")du! dt
- o 2u 2 =2 -1
!

251 , . (11.24)
avec B (+;u") = ay Pz(u) P2 (u') Q (+;u"

=2

2p—1 .

+/ Yo Py () Py (u') I (+;u")
=2 2 .

En remplagant sous les intégrales [(t;u') et Q (+;u') par leurs expressions

H ot Q(1) ou ’(o) et Q (o)

L
et Pz(u') permet d'intégrer immédiatement et donne les solutions finales

développées | ['orthogonalité des polyndmes Pt
notées de | (t;u) et Q (1;u). Les résultats présentés concerneront toujours
le rayonnement rediffusé @ t = o. On nofera'Q;(u) et lg(u)les résultats ob-
tenus en annulant | (+;u') dans (11.2) et Q (t;u')dans (l1.1),et en y rem-

plagant respectivement aux seconds membres Q(t;u') et [(+;u') par Q(O)(+;u')

et 189 (+;u") (expressions (11.17) et (11.16) 11 vient
| 1
2p-1 e
% _ T F oy (0)y1- u
lO(U) wo izo 82 P,Q,(U) [((1% 2 +)\£ )T"—ﬁ—
1
(V¥ =)
2p _ -1 T
S R L Y g } (11.25)
& i Lo
l“‘ 1 + U V‘
2p-1 _t10%+1)
* 2 F o) 1-e '
Q (W) =w [ PJ(w [((-15‘- Y, * a,)
o) ° §.0 2 . 4 2 L L 1oy
% 1
2p-2 Tty
D A A S S (11.26)
P=1 ' " ten®
1

De méme nous noterons IT (u) et Q? (u) les résultats obtenus en remp |agant
I (+;u) et Q (+;u) aux seconds membres de (li.1) et (1r.2y,par QO(T;u) et

lo(+;u),suivan+ les expressions (11.16) et (11.17). On aura alors



1
T, (—1)
2p-1 - 1w
»* * (o) 1-e
b)) =1 (w) +w Yo P (u)[g
! © Z=2 Lor R
"
1.6 =n.)
P72 (o) x, 1= | W
+ L 2. hR« ( -)
i=1 ! ' 1+un?
. 11(141)
p- - U
* E (o) 1 - ¢
Q (W =0 (W +w [ y, P (u)[}
1 fe) ° 4.0 L 2 L I ey
1 %
2p (o) 1-e~ 1‘E*Qi)
i=1 1+ u v

-}19-—-

(27)

(28)

Enfin Qgiu) et l?(u) seront les résultats obtenus en remplagant Q(+;u")

et 1 (+3u") par 01

dans les seconds membres de (I1.1) et (11.2),s0i%t

(5um) et 1110+ un) (équations (11.19) et (11.210)

201 Lt D)
Do) =we T P [(s2 gt alDg ety e -
L=0 1 +yu
2 'r‘(-:—l’* v?)
p
S (1 ,.o% (1, 1-e _
© ] (Bgky e, (W) vy g 1) .
i=1 1 +q v
T (—-+n’.")
2p-2 - .u i
S (n (1 1 =e 1
+ ) (B XIL,i g & h () p
i=1 1 + n;
11(71—**1)
2p-1 -
x P e Fo gy d . (D) (My 1 -e
= P.(u) —(-1) + A )
2p-2 () () . 1 ‘11‘1*“*’
g - e o
+ %-1 me fLi h2 (n?) + Yg Aﬁ,i ) T ni‘
1 x
T,(=+ )
P () (1 - 1w T
+ 4- Kl gl,i + Yﬁ. kl 92 (\)I*’) x
i=1 1+ v
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Lles formules (11.23) & (11.28) représentent les trois types d'itérations
simples possibles. :
[V. Résultats

1 - Cas étudiés

Nous avons testé les formules précédentes sur trois exemples de milleux
di ffusants assez dissemb&ables dont les fonctions de phase sont tracées
sur les figures (11.1) et (I1.2) : la diffusion Rayleigh ou diffusion
moléculaire (a = 0), une diffusion par des particules sphériques mono~
dispersées,caractérisées par leur indice m = 1,33 et par le paramétre de

. K
Mie a = 29r

= 2 ( r rayon des particules,) longueur d'onde du rayon-
neme6¥33¥"éﬁ??3‘55e diffusion par un puage de particules sphérigues de
granulométrie n (r) = rPZ exp nﬁq:‘f_ﬁz ), (P1 = 0;8 et P2 = 6), d'indice
réel m = 1,46 & la longueur d'onde X=—1,5um. Ce dernler cas correspond
aux conditions probables des nuagesﬁ§ugértéhrs de VénusﬁQ}. Pour une
veloppement environ de l'ordre L ® 2a¢ + 5 . Pour les calculs de la
luminance la convergence est pratiquement réalisée pour 2p 2 sup (L,8).
Pour o = 0 et &= 2,avec 2p = 8 il n'y a pas de probléme. Par contre pour
la granulométrie, les développements sont beaucoup plus longs (L= 40)
compte tenu de la présence de grosses particules. Le probléme numérique
devient alors compliqué,en particulier pour |'extraction des racines v, et
n; . Les figures (11.2),(11.3) et (11.4) montrent que !'on peut toutefois
se contenter de développements beaucoup plus courts en conservant les
mémes coefficienfsc‘z,s2 e+yl ymais en s'arrétant & L = 16, les diagrammes
de diffusion primaire étant déja bien restitués. Pour des particules plus
grosses,ou des longueurs d'onde plus courtes,i! est certain que la ré-

solution numérique se heurtera a des difficultés.

2. Luminance totale

Les figures (11.5 =+ “)donnent pour les trois types de diffusion et pour
deux épaisseurs ( 1y = 0.5 et 1, = 8) les solutions Lo, !1(u) et I,
comparées au résultat exact | (y), obtenu par la méthode rigoureuse des
harmoniques sphériques. lLes résultats portent sur le rayonnement rediffusé
en haut de la couche (1 = o). On refrouve bien que le résultat lo(u) est
déja excellent et d'autant meilleur que les particules ont un rayon im-
portant. Pour la diffusion Rayleigh,!'influence de la polarisation est plus

forte (100% & 90° en diffusion primaire) ce qui explique |'écart & la valeur

exacte. Notons aussi que 11 (u) et !2 () conduisent de toute facon & un

trés bon résultat méme en diffusion Raylelgh
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3 - Luminance polarisée

Les figures (11.7,8 et 9)donnent pour les mémes cas,les solutions Qo 1)
Q1 (u) et Q2 (u/. te résultat le plus surprenant est la bonne précision
déja atteinte avec QO (u),surtout pour les petites particules(= o etX= 2),
et pour les épaisseurs optiques faibles. |1 est assez difficile d'interpréter

ce résultat,la solution n'ayant pas de signification physique rigoureuse.

Notons pourtant que,si |'on supposait e rayonnement polarisé (! (r;u)= Q(t;ul
on pourrait négliger ia source en ! (1;u") devant celle en Q (t;u'") dans
2p-1
(11.2) ( on voit en effet,figure(ll.1), que Z uzpé(u)esf trés supérieur
2p-1 =2~
a Z Yq P; (u{} On peut donc penser que Q(t;u) correspond sensiblement

L =2
au rayonnement polarisé qui se propagerait seul,d partir de la diffusion

primalre Les petites particules polarisant beaucoup plus le rayonnement,
on comprendrait également gue cette approximation soit meilleure pouro = o
et 4= 2 que pour la granulométrie.

Le résultat est peu amélioré avec Q1(u),qui revient pratiquement & n'ajouter
a Qo que le rayonnement qui se polarise dans sa derniére diffusion,avant
d'émerger de la couche (I(t;u) correspondant essentiellement & de la lumiére
naturelle). Finalement on vérifie bien que Qz(u) constitue une excellente
approximation et se superpose & la solution rigoureuse des harmoniques

sphériques.

Nous avons tracé sur la figure (11.10) pour quelques directlons ascendantes
et pour les trois milieux diffusants, l(o;u) et Q (o;u) en fonction de Ty
épaisseur optique de la couche. On confirme bien,comme cela est souvent

admis,le fait que |s rayonnement polarisé est formé en surface. Ce résultat

s'explique bien qualitativement en remarquant que la lumiére & tendance
2p-1

3 pénéfrer profondément dans la couche ( la fonction de phase Z By Polw)
£ =0
ayant son maximum dans la direction avant) alors que la partie polarisée,

régie par les fonctions %p 1“2 P2 (u) et %p 1y£ P;(u) dont les maxima sont
dans des directions lafér%T%s, peut ressor*lizbeaUCOUp plus facl lement. Les
courbes (11.11) et (11.12) présentent le meme phénoméne de fagon plus globale
puisqu'on a tracé pour la granulométrie le diagramme émergent dans toutes

les directions et ceci pour quelques valeurs de |'épaisseur optique T
Finalement la figure (11.13) montre,pour < = 2 et une directlon émergente
que !'albédo semble avoir peu d'influence sur la saturation de Q. Notons

cependant que par comparaison avec la luminance totale, la cassure situde
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vers 1¢ = 2,semble beaucoup plus prononcée pour les albédos élevés. Au
conffaire pour w v o,on aurait exacfehenf la méme allure pour ’(Tl) et
Q@ (14) puisque la dépendance en T, de ces quantités est la méme en diffusion
primaire.

5 - Concluslion

Nous avons donc montré que cette méthode itérative permettai+t un calcul
précis de | et Q, tout en réduisant d'un facteur 2 l'ordre des récurences
et des polyndmes utilisés.

1 apparait également que 1'on peut obtenir trés simplement la
quantité de lumiére polarisée,sans tenir compte de la luminance totale
I(t;u); ce résultat ne donne toutefois qu'un ordre de grandeur, sauf pour
de petites particules ou de faibles épaisseurs optiques.

Enfin nous avons vérifié le résultat fort intéressant concernant
la formation du rayonnement polarisé en haut de la couche. Nous verrons
par la suite comment en tirer profit pour des problémes réels. lLes calculs
nous permettent de préciser |'ordre de grandeur de cette épaisseur de
formation,d'environ 2 & 4; la nature précise des particules ne semble pas

un facteur essentiel pas plus que |'albédo.



CHAPITRE III
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EXTENS ION THEORIQUE DE LA METHODE DES HARMONIQUES SPHERIQUES

EN INCIDENCE OBLIQUE

Comme nous !'avons vu dans le chapitre précédent,la résolution
rigoureuse de |'éguation de transfert pose,déja pour une incidence nor-
male,de gros probiémes numériques. Dans ce chapifre,nous généralisons
de fagon théorique la méthode des harmoniques sphériques en incidence
oblique. Apreés avoir dégagé les difficultés numériques et les 4imites
de cette méthode,nous exposerons succintement une méthode d'approximations,
dans le méme esprit que celle du chapitre 11, qul devrait apporter

une solution approchée.

. o . iy Y A A e 0 i o A4t et W 7

~

A partir des équations (1.18) a {1.21) on obtient,par com-
binalson linéaire,un systeme intégro~différentiel portant sur les

quantités t, 0 + U ,Q0 - U, Vv

21° S % + \ 2 b
p () = 1" (r;p) - — Z By Pg {w) P {u") du?
a r 2 - : o

N ‘+1{QS—US} Sy, PR PY oty dy!
_ éYl Su Szu U
G

w -+
_ _0 A5 .S < L L ? !
- j_1 {Q7+U }va VP () Po_ou™) du

ofF t/u_ v 2 2
" e o ﬁ B£ Ps(uo) Ps(u)

= (0% ¢ WSt = {0%(e) + US(e;m}
oT

o * S s % L
aiaradll SRR } lagr Eg) P_o(w) PO (u") du

-

B [T s Ut T ¢ y PY ) PE ) dy!
) {Q ap= €£ 5—2(“ S z(u )} du

o~



YA

Wo +1 s ¢ 2 £ ' '
"T J_:l | {Q‘,Y‘q' PS_Z(V) PS(U ) du
w +1
NI v T e Pl Pty dut
L & H _o\H H
> j_1 ¢ Ys s-2
w /u
of o ¥ 2 2
- _:—-e é g Ps(uo) Pg_p(u) (rrt.2)
]
Y — {QS(T;u) - Us(r;u)} = { QS(T;U) - US(T;u)}
°oT

w +1
0 S _ Sy § R L L
- — j_ {0 U~} (a, 51) PS z(u) Ps 2(u') du!

L
& 1 1
W +1 s 5. ¢ 2 2
T |, O D e g P P a
™ +1
° S T 2 L. '
- — | P (w) P (u") du
2 j_1 é Yg Ts 2 S
w +1
0 s T 2 2 ' )
+ ~;—» J-; v é EKPS(U) PS 2(u ) du
w /u
_ oF T L L
—:— e é Yy Ps(uo) Ps 2(u) (111.3

Ve w +1
b (T Vo () - 2 J‘ ve ) 3, Pi(u) Pi(u') dp!
- L

31 2 1
@ + 3 Sy T 2 L
-2 1 1
" » {Q° + U~} é EQPS(U) PS_Z(u Y dy
“o + S Sy T L L
- 1 '
+ A " {Q U~} ﬁ gxPS(u) PS 2(p ) du (1.4

(Dans ces équations les paramétres 1° ,0° , U® et V° sont fonctions
de t et y',lorsqu'ils apparaissent sous les intégrales)
L'avantage de mettre le systéme sous cette forme est que |'on
volt Immédiatement comment 11 faut développer les fonctions, | , Q + U,

Q - U et V,pour obtenir la séparation des variables t et u. Les développements
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qul s'imposent sont les suivants :

s %p*s—? s 2
Plgu) = (2 %+1) gz(T) P~ (W) (1.5
4= s s
S S %P+S-1 S 2
{ Q7 Cr;u) + UT(x;0)) = (28« 1) hQ(T) PS_Z(u) (1t1.8)
2= sup(s;2)
s 2pes-1
{ Q7 (1) =~ UW(r5w)} = s 2
foup(s;2) (2 D FL (WP (LT
2p+s-1
Vi) = fp (22 + 1) k() Pi(u) (111.8)
i=s

En inftroduisant ces développements dans le systéme intégro-
différentiel,en utilisant les relations d'orthogonalité entre les
fonctlons de Legendre,

+1
2 2! 2
L o P da - 2y
J’1 st 2 s ¥2 2041 L8t
+1 '
et P a PRy au - —2—5 |
-1 s ° 24+1 14

puls en identifiant par rapport aux différentes fonctions de lLegendre,

on obtient un systéme différentiel en r.

S ,_ dg®
QTS = By g 2o ) g vey PUNE Al RE TIPS NPT TS
R dt dt © 2
w w w
__ _ o s _ 0 s _ _oF 1 /y L,
ral f) L - Vi he - 0By Po Gu ) (H1.9)

V(2 2-2)( 2+5)(R-5) —2 +V (R+3)( A=) ( L3s+1)( f=5+1) —
£ dr £ +1 dr
‘ s
dhs _ )
e G T e T LY
L( 2+1)  dr 2
® s S S w F ‘ &
= - .;_(al - &9) fy - Wy Yg 9p * w, €, ky - ‘8“91/“0 Yg Ps (uo)
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S

J a0 s (s (-1 | A s s Fee
2 dt R dr
S w
, 25(22+1) df @ —{ 2841 - —2_(“2 ‘g, 1} fi
L (2+1) d- 2
w w t/u

- 0 - s _ s s _ o o 2
= - —E—(al €y) hz Wy Ye9p * w, € kg " e Yq Ps(uo)

arraamn

S S
dk dk
s (3=5) — 1 o /e = ) —2 %1 - (2pe1 = 4 ) K
dr dt °
wO S (DO S
P, by -2, £ (111.12)

La méthode classique consistera & chercher les solutions générales
du systéme sans second membre sous la forme

VT vT VT VT

s s - s s - s s - s s -
gplt) = G, e 3 hp(r) = Hp e 3 fpln) = Froe 3 Kp()=Ky e

(11.13)
Le systéme différentiel sur t (eq. 111.9 & [11.12) se transforme

alors en un systéme linéaire dépendant du paramétre v.

s s s
viag 6y, + ag,q Gpaql * (2241- w, Bg) G

w w w /U
_ e s o = of o L
= Yy Fp * Yy Hy * . e Bﬁps(uo) (rh.ota
s s s Yo 5
A% { bﬂ. H2_1 + b£+1 HRA'T - Cf. HQ } + { 28+1 - T(a2+€£)} HQ,
“o S S s “oF T/uo L
=02 (4 - - e - o
2 (al gi) F£ * Wo Yo Gﬁ W "2 Ky n e YRPS(UO)
([11.15
S s s Yo S
v { boFamt * Pour Fauq * Cofg 1+ L 2241 - —Z—(a2+gl)} FL
_._S_O_( -£.) HS + GS _ KS _ wOF T/uO PZ
2 THRRT T T W Yo P T ey ey P Yers M)



' S S
v o lagKpy ¢ gy Ky e (201 - w30 K

- U3
=-_—:——€2Hi + —-P-—EQFS (‘(‘-‘7)

v (R+5){2-5)

"

od i'on a posé a,

=V (2+2) (2=2) (R+5+ 1) (R=5+1)

by =
c, =2tz (111.18)
2(8+1)

Pour que le systéme admette une solution, il faut que le dé-
terminant de la matrice associée soit nul, ce aqui condul® % ure
équatlon de degré 8p en v . Pour s = 1| cetfe équation esi de degré 8p-4.
Pour s = 0,les paramétres U et V sont identiquement nuls,et |'équation

est alors de degré 4p-2.

Limites de calcul

Lorsque 1'on résoud |'équation de transfert sans pclarisation
seule subsiste |'équation (1[!1.14) avec Fi = Hi = Ki = 0. L'équation
caractéristique du déterminant assocliée au systéme est fonction de v?
et donc de degré p en v2 .

En Incidence normale avec polarisation, |'équation caractéris-
tique est cette, fois de degré 4p-2 en v .

Dans ces deux cas,|'extraction des racines v; est déja délicate
compte tenu de la précision des ordinateurs et de 1'allure du polynShe
caractéristique(essentiellement au voisinage de v = 1). En particulier,
sans polarisation,on semble actuellement |imité & des polyndmes de degré
15,puisque, dans le cas général,le degré du polyname en v est 8p ceci nous
donnera une valeur de p de I'ordre de 2 et on ne pourra tralter que des
fonctions de phase développées en quatre termes,c'est & dire représen-
tatives de trés petifes particules. Nous voyons donc que,dans |'état actuel
des choses, la méthode rigoureuse des harmoniques sphériques ne semble per-
mettre la résolutlion de |'équation de transfert que dans des cas frés

{imités.

[l - Méthode approchée

Les limites de la méthode étant essentiellement liées au degré
du polyndme caractéristique,il est fentant de généraliser la technique

d'approximations,utilisée au chapitre |l,pour découpler les équations
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(111.1) a (111.4) et se ramener @ des équations pour lesquelles ces

polynOmes caractéristiques seront de degré moindre.

L'intensité dépendant peu de |'état de polarisation,on peut
résoudre |'équation (I1]1.1) en annulant QS'eT U® au second membre. On se
raméne alors & un probléme maniable {11‘} qui est celul du calcul de la
luminance en incidence oblique,mais éég; polarisation.

D'autre part |'expérience montre que Ve est toujours petit devant
les autres paramétres de Stokes. On le vérifiera plus loin par le calcul
et ce fait est sans doute 1ié a ce que la diffusion primaire ne polarise
que rectllignement pour une lumiére incidente naturellie et un milieu
isotrope(absence du terme moF dans 111.4). Ceci nous permet de négliger
v® dans un premier calcul. Ces deux approximations semblent trés raiso-
nables et permettent de découpler les équations (111.1) d'une part et
(111.2 et 3) d'autre part,dans lesquelles | (t;u} sera connue.

Le probléme essentiel est alors de résoudre les égquations en
(Q+U) et (Q-U),sans fenir compte des termes en ! {(r1;p) et mOF qui don-
neront lieu a de simples recherches de solutions particuliéres. La solu~
tion rigoureuse de ce systéme (111.2),(111.3) reste encore lourde . Le
polynSme caractéristique associé sera de degré 4p.

On peut envisager une derniére approximation et séparer ces deux

derniéres équations en négligeant la source (Q-U) dans (111.2) et celle
en (Q+U) dans (111.3)., Pour des particules assez grosses en effet ( a>3)
les coefficients o, et g, sont trés voisins (fig 111.1). Si nous sup~

posons (Q+U) et (Q-U) comparables,on peut donc espérer que les sources en
(“z'gm) seront négligeables au premier ordre devant celles en (a +gz) aux

(1)e+ (Q--U)(1 respec-

seconds membres de (111.2) et (111.3). Soient (Q+U)
tivement les solutions des équations (111.2) et (111.3) ainsi découplées.
En substituant ensuite d'une part (Q+U) = (Q+U>(1)
(111.3) et d'autre part (Q-U) = (0-U) ‘"
(2) ot (o @

devant déja donner des solutions acceptables. Si au contraire (Q+U) et

au second membre de

au second membre de (111.2), tles
solutions (Q+U) devraient étre correctes, la premiére itération
(Q-U) sont disproportionnés,|'approximation du premier ordre sera excellente
pour le plus grand des deux termes et la seconde donnera le plus petit

avec précision.

Développement du calcul

1) Premigre itérafion

—— v

Avec les approximations précédentes les solutions, au premier

ordre,seront cherchées sur les équations découplées sous la forme



VT -NT 0T
g3(™) = G e hjte) = Hl e et £ (1) = F, e

On devra résoudre trois équations caractéristiques de degré 2p en v, n et ¢

a partir des relations suivantes déduifes de (111.14,15,16).
s s s

v {az G£-1 + oAy, G£+1 + (22+1 —mosz) Gy =0 (1tt.19)
s s s Yy s

nlby My + by g,y = Sy g el 200 - Plaprg )l Hy = 0

(111.20)

s s s Yo S

o {by Fooy * Doy Fauy * S Fy Pooo{ 2841 - —;—(al+££)} Fp =0

(rerez2n
La résolution de (111.19) a déja été faite numériquement { 11 }.
Nous reviendrons en fin de chapitre sur le calcul des racines n et p, mais

on remarquera que,si on a calculé les racines n; et les coefficients

Hi de 1a relation (111.20) on aura simu!tanément résolu (111.21) dont la
solution est p, = - n. et FS = (—1)1 HS . '
i i L 2 /u

les solutions particuliéres,correspondant aux termes en mOF e ©

des seconds membres,sont de la forme :
/u v/ /u

s _ =S 0 .S =S 0 .S _ =S o
91(1) Gf. e ; hR,(T) = Hﬂ, e ; fQ(T) = FQ, e

(on vérifiera facilement que I'on a ?'i - (-1f7 i )
En déterminant les constantes kg R mg et n; a partir des conditions aux
limites définles précedemment (1!.15),les développements de la premiére
itération seront

s+2p 2p V. T t/u
s L 1 s -1 =5
T0rw) = [ (2841 P2 [k Gilv) e + G, e

L=g i=1
s+2p A T /u
S, .. B % T S =i s
(Q+U)](T,u) _zéx (22+1) Ps_z(u)ié1 m Hz(”i) e +H e
s+2p A n.T t/u
Q-W3rmw = § 2+ PX o ) nle-nDPHGgo el s -1 B e
1 s 2 . i (AN 2
=1 P=
avec A = sup (s;2)

A = 2p +X -

A S
2) Seconde_itéretion
Cette seconde (tération se ramenera & un calcul de solutions

particuliéres tel qu'il a été exposé au chapitre Il. Nous donnons ci-dessous
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I'allure de la solution (Q+U)§ . On obtiendrait de la méme fagon(Q-U)§

s
et I2 .
s+2p A n.t
s, . Ty L T 2.5 -
Q+U) 5 (1;u) "L (28+1) P__,(u) {iél my Hpn,) e
2p V. T A n: T t/u
. ) Ai e ' s ) Bi e |+ Ci e }
1=1 =1
Comme nous |'avons décrit au chapitre Il les oscillations des

quantités 13 , (Q+U)§ et (Q-U); nécessiteront enfin une intégration
“formelle" qui ne présente aucune difficulté.

3) Calcul des racines

On a vu au chapifre || comment s'effectuait la recherche des racines v,
des polyndmes caractéristiques Gzp(v) = 0. Nous pourrons généraliser

cette méthode dans le cas des équations (111.20) et (I11.21).

Reprenons le cas de |'équation (111.19); les valeurs Vs seront

s . s s .
les racines de Gzp+s(v) = 0;la relation de recurence,initialisée par
s

= S_ 1811
Gs-1 =0 et GS 1,s'écrit

viag 6 ) v ey 6g () F e (2 1mu 8 Giv) = 8 (111.22)
a) On remarque d'abord que deux fonctions consécutives ne
peuvent avoir de racines en commun. Si en effet v; est racine des
fonctions Gi+](V) et Gi(v),d'aprés la relation précédente,il le sera
également de Gi—1(V)' De proche en proche, v; serait donc racine de

Gi-Z"“’G§+I et finalement de Gz = 1 qui n'a pas de racine.

b) La relation (111.22) s'écrit encore

& - g s (22+1-%%2 )

_ _ S
gay = 2y Gpy Gy} /ag,, (1.23)

\Y

Gi+1 est donc un polynShe de degré Z+1-s en 1/v . Posons y = 1/v et

: 2 . o
Xi(y) = (-1)77° Gi(y) : Xi et Gi auront les memes racines Y; et nous
aurons X:_1 =0 et Xg = 1. En introduisant Xi dans (111.23) on arrive

3 une nouvelle récurence :

s (28+1-2B2y s Mroos
Xpet(¥) = 52Ty X0(y) - Xooq () (L11.24)
T2+ a2 +1

Les coefficients (24+1 '“062)/ alfl e+{a£7(3%+1 étant positifs, la
relation précédente nous permet d'affirmer que les polyndmes Xi(y)
forment une suite de Sturm {12,13}
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Les propriétés de ces suites nous permettent d'énoncer que les
racines d'un polyndme Xi+1 sont simples et réelles, et qu'el!les sont
séparées par les racines du polyn8me Xi.
Il en sera de méme pour les racines v qu'on pourra donc localiser
a4 l'ordre £+1 si elles sont connues & l'ordre L. C'est cette propriété,
obtenue empiriquement,qul était utilisée pour la résclution sans polarisation,

ou en incidence normale. On voit qu'elle est absolument générale et elle

sera également respectée par les racines n, et p, des systémes (I11.20)
et (111.21). 11| suffit pour ceci de montrer que !'on arrive a une relation
de la meme forme que (111.24). Si on considére (111.21),0n obtient,en

posant y = 1/p et Xi(y) = (-17£+x Fi(y) ol A = sup (s;2), la récurence :

S S S
s L RV
Xgo () = (=—y + =) X y) - ==X, ; {y)
3p+1 %241 3%+ 1
avec les valeurs initiales Xi_1 = 0 ef Xi = 1

Les coefficienfs‘éz,bzef <y étant positifs, les polyndmes Xi+1 forment
une sulte de Sturm et par conséquent les racines o de Fi encadrent les
racines réelles de Fi+1. Une procédure identique & celle des v, sera donc
utilisable pour le calcul des p; (ou ny = - ey

Sur les fig (11L2) et (111.3) on a représenté |'évolution des
racines d'un polyndme de type Fi(y) lorsque 1'ordre & varie. Cecl est
relatif & des particules de paramétre de Mie a= 2 ef d'indice m = 1,33,
L'albédo du milieu est w = 0.95 et les résultats concernent le terme s=2
de |a décomposition en série de Fourier. Pour une valeur 2 de |'indice

on obtlent (4=s) racines. Supposons que |'on connaisse les (&-s) racines

de t'ordre 2 . Notons les y;, y%.... y;—s' A l'ordre ¢ +1 il faudra
1 2 £-5  R~-s+1 1 1
calculer You1r Yierr ot 9Yga1r Ygueq - On remarque que y, = Yy 4,
2 2 L~5-1 R-g- s v s j .
Yo 8 Yguqre-eea¥y 3 = yz+? 1 . On pourra ainsi déduire yé+1( J<i-s-1)

de yi par un développement 1imité puisque les deux racines sont voisines.

En factorisant Fi+1(y) a partir de ces (&-s-1) premiéres raclnes, on

. - 2~
comprend facilement que yi+? et yl+?+1 s'obtiendront en résolvant une
équation du second degré. On applliquera cette procédure de proche en proche
: 1a s .
Jusqu'a obtenir les racines de F2p+s‘

111 - Conclusion

La méthode des harmoniques sphériques est donc généralisable,
pour le calcul du rayonnement polarisé,en incidence oblique,mais elle

ne semble fechniquement applicable que dans le cas trés resteint de +rés
petites particules.
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La méthode d'approximation suggérée permettrait de découpler
le systéme d'équations différentielles,mais resterait néanmoins |imitée
en supposant qu'on ne puisse extraire que les racines de polynOmes de
degré 20 environ,ceci ne permettrait de considérer que des particules
de l'ordre de a = 5.

En tout état de cause,i! serait nécessaire de justifler les
différentes approximations nécessaires au calcul approché. Nous avons
donc cholsi de programmer la méthode des ordres successifs de diffusion,
dont le gros défaut est de necessiter des temps de calcul beaucoup plus
longs que ceux auquels conduit la méthode des harmoniques sphériques,
mals qui ne recéle que peu de difficultés numériques et présente par
allleurs 'interét de donner des renseignements intéressants sur la
fagon dont le rayonnement diffus se polarise dans la couche,de diffusion

en diffusion.



CHAPITRE IV

METHODE DES ORDRES SUCCESSIFS DE DIFFUSION
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METHODE DES ORDRES SUCCESSIFS DE DIFFUSION

-~ ———

Reprenons les équations intégro-différentielles (1.18 & 21) et
mettons' tes sdus forme intégrale en séparant le rayonnement montant

(Indice "plus") et le rayonnement descendant (indice "moins')

T1
w +1
189 esm) =J o~ (t-T)/u dt o f s‘s’u su,u') dy! (V. 1)
T U 2 -1
ts) T e/ gt © T s
Q,° (zw) =} e v/w &t o 'S (+;u,u") du! (1v.2)
u 2 -1 q
S 71 ‘ w +1
U (mws o] T dE 0 e lSd gy gy (1v.3)
T ] 2 -1
T1 w +1
v (20 - o~ (t-0/u dt o (5)(+,u, Y dp! (1V.4)
T u 2 -1
avecC
st = 1S A G+ S e B Guum
- u sy o, un (1v.5)
;S)(f,u.u y o= 1%y 8970w - 0 (e 0 (e
= Ut €9 ut - v g 689w, un (1v.6)
sfls’w;u,u') = 19 S0+ 0 e £ L)

U 0 F G um v ) 1S ) (Iv.7)
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s{9%umun = - 0t 6w v e WS un

(s) (s)

L AR & S TR BN (u,u") (1v.8)

Les quantités A,B,C,D,E,F,G,H, et J ont été définies en (1.22)
S9un, o8, U uny er v

au rayonnement descendant sont du méme type. Seule change I|'intégration

Les quantités | (t;u") relatives

sur t T3 T
Ag\ _ e—(T-T)/u dt devient ( e—(r—f)/u dt
M o Y
T T
T _ w +1
19 ;0 = | eTP/udt To s (s, un) dy
0 H 2 -1 i

od 5% est défini par (1V.5)

Pour chaque s donné(on omettra malntenant cet indice) on caiculera,pour
l(n) Q(n) U(n)e+ y

{(n=-1)

chaque ordre n de diffusion, en substituant aux

Q(n-?)’u(n-I) ot V(nw!).

(t;u) s'écrit par exemple :

seconds membres des équations intégrales |

la solution est immédiate . Ifn)

Tl w +1
1 (s '=j eI/ &t -2 X s{" 1 (it (1v.9)
T -1

avec cette fois

- | -0 -
s%" Dt = 2740 A"y + 080y B,

- U(n--l)

(t;u") Clu,u") . v,
I'l en est de mdme pour Q",U" et V" & partir des équations (1V.Z;
et (IV.6) a (1V.8).

La solution s'amorcera a partir de ll,Q],U1 et Vi correspontant
& la diffusion primaire. Lorsque le milieu diffusant est homogéne ¢t Ao~
lairé par un faisceau parall&le,ces quantités s'expriment sous forme
littérale.

!l(r;u) = x* (T, r5uu ) A (2w ug)

1 +
Qiltsn) = X (T,T1;u,u°) D (ru,uv)
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1

+
U ) = - X (t,t;u,u ) F (Hu,u)

* 177 e ° (V.11

1 -
v, {t,u) =0

avec

4+, ) ¥ WoF (r,-7) ( — + ! )y
X (t,rt;u,po) = Ty " (1 e 1 W,

- y M w 11,
X (T,r1;u,u ) = S oF (1 -¢7T (u )

0 W, Tu Y

ot u et M, sont définis positifs.

Les équations précédemment exposées supposent un milieu diffusant

s

homogéne. || n'y a cependant aucune difficulté de principe & introduire
des inhomogénéités fonction de |'épaisseur opfique t. &n particulier si

on suppose que !'aibédo est une fonction de t,reprenons par exemple

1'équation (IV.9), Il suffit de transformer S?n"1)

Sgn-1)(+;u,u'). Plutdt que d'imaginer une inhomogénéité continue, on peut

(t;u,u") en wO(T)x

trés bien résoudre le probiéme plus simple de la superposition de plusieurs
couches sans grande complication, ce qui n'est pas le cas par les harmo~

niques sphériques, méme lorsqu'il n'y a que deux couches.

. . A . T . o T o o 472 S B R . o o

I'l reste maintenant & opérer la double intégration sur ¢ et sur
u dans les équations du méme type que (1V.9). Nous ne discuterons pas
Icl des différentes méthodes possibles mais simplement de la validité de

celle que nous avons choisie.

a) Intégration sur u

On a choisi comme discrétisation la quadrature de Gauss gui, awvec

N termes,donne |'intégration exacte d'un polyn8me de degré 2N,sur ['inter-
valle -1, + 1 , soit
+1 J:N
f) du = ) a.flp.)
-1 j=-N oo

Les points de Gauss uJ(zércsdu polyndme de Legendre PZN(u) et
les poids de Gauss aj sont des quantités tabulées. On a de plus les
relations T t . = a,
- L IR R R
Les fonctions que nous désirons intégrer ne sont pas des polynomes
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de u(l!l suffit pour s'en convaincre de regarder comment intervient u
dans les expressions de la diffusion primaire). |l faut donc tester le
nombre de points de Gauss nécessalre & une précision acceptable. On a
représenté sur la courbe (lV.1) la luminance sortant d'une couche éclairée
en incldence normale (-c1 = 8 HOR 0,95)et pour une granuleméfrie cor-
respondant sensiblement aux nuages de Vénus pour une longueur d'onde
A = 1,5 microns. L'ordre du développement des éléments de la matrice de
phase était 2p = 14.le #ésul+a+,comparé a la solution des harmoniques
sphériques,a été effectué en prenant N1= 8 puls N2 = 14 points de Gauss.
L'accord est déja excellent avec N = 8. Par la sulte nous avons gardé

comme critére N > p, qui s'est toujours révélé satisfaisant.

b) Intégration sur 1

Considérons ['exemple de la luminance ascendante,donnée en (1V.9).

Aprés intégration sur u',cette luminance se met sous la forme :

T 7
W G - g e (O Iy (1V.12)

T

L'intégration sur 1t se fera en discrétisant la couche. Posons

t=qdtr et =P At .Pour calculer lfan,u)on peut faire apparaitre

Iﬁn)(t+A1,u) en décomposant (IV.12) comme suit :

T+ AT T
—— _(t=1)/u 1 _(t-1)/u
DEERT =S e LI +j e a fehy
u "
T T+lAT
Solt encore
T}
. _ At _(t-1-41)/q dt
iin)(r;u) = @ B e u AR
T+AT
T+AT
+t[ R
U
T
et finalement
At T+AT
M = o7 v 1 Gean, o & iy (IV.13)
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Lle premier terme de cette expression est relatif au rayonnement
diffusé n fois et qul arrive au point (t;u) en provenance du point(r+AT;u).
L'exponentielie exp (-At/u) correspond & |'atténuation du faisceau entre les
deux points.

Q Le second terme coneerne le rayonnement

d\. 310n (ﬂ‘\ s P . . .
. i t/’ﬁfigiﬂl diffusé (n-1) fois, qui arrive de toutes

/ . —%; les directions au point (t,u) et i
attenualion € . . = .
T+l est rediffusé une n'®™fois dans la

~ .
g I+(C+AZ;V) direction u.

\//

T4

On voit maintenant comment va se développer le processus d'in-
tégration sur v . Pour le rayonnement ascendant (expression IV.13) on
partira du fond de la couche t= Ty et,de proche en proche,on en déduira
le rayonnement d'ordre n & toutes les profondeurs pour une direction donnée

u ,ce qui permettra de calculer & ces profondeurs les quantités (1) qui
interviendront a |'ordre (n+1). Clest ici qu'lapparattra la condition
fimite sur le fond de la ébdéﬁe,pour inftialiser Ifn)(11,u) gque nous
prendrons nul par la suife en supposant que le fond de la couche est noir.

On obtient de la méme fagon, |'expression de la luminance des-
cendante :

T
At
M = e T 1Y (e, +j (T AL iy (1V.14)

-4t
Le processus s'amorcera cette fois en partant du haut de la

couche T = o et en utilisant la condition Iimite suivant laquelle aucun
(n)

puisqu'on ne considérera que le cas d'un faisceau incident parall&le et

rayonnement diffusé ne descend du haut de cette couche,soit | (o;w= o,
naturel. La généralisation au cas de sources diffuses connues en surface
et au fond serait immédiate.

'l reste maintenant & évaluer les intégrales qul apparaissent
dans (1V.13) et (IV.14) et aussi & évaluer la précision du calcul,suivant

la finesse de la discrétisation sur t. Soit le terme général a intégrer :

TAT T
g T gy X e B i (1V.15)
T ¢
Les diffusions multiples ont tendance & homogénéiser le rayon-

nement dans la couche, et la fonction f(x) & intégrer varie de plus en

plus lenfement avec ['ordre de diffusion. Pratiquement c'est en diffusion



-38~
- primaire que la source,exponentielle,varie le plus vite avec |'épaisseur
optique,aussi nous placerons nous dans ce cas défavorable pour évaluer la
précision d'intégration. f Kt

On pourra en général considérer que f(x) = Ae sur un petlit
intervalle At,avec k < 1/ﬁo. Ceci est rigoureuxhéa di ffusion primaire
avec k = 1/uo. Pour exprimer simplement (1V.15) en fonction des quantités
f(t) et f(r+At1),(qu'on déterminera de proche en proche par le calcul) tout
en conservant la précision sur le résultat, le mieux que |'on puisse faire
est de linéariser f(x) sur l'intervalle considéré.

Posons donc f(x) = Ae-kx et g({x) = ax+b ce qui donne par identi-

ficatlion

A (e KAy
AT

b=A et a =

En intégrant (1V.15) avec les expressions de f(x) et de g(x), ce
qui donne lf et lg respectivement,puis en développant par rapport & At

jusqu'au troisiéme ordre, il vient

!f -1 _ k2 éli
A 12

soit une erreur relative :

If - szrz
9 = (avec 'f = AAt,partie principale)

l 12

La formule d'intégration sera :

At

T+ At )
S o (-1 /u % FUD < B flrean) - (0} (Tme” Ty )

T
-4

+ f(1) - f (1+A1) e b
et une formule du méme genre pour le rayonnement descendant.

On a donc l'erreur relative commise sur cﬁaque intégrale inter-
venant dans le calcul du rayonnement. Avant de chercher a évaluer les
varlations possiblies du coefficient k,on remarque que,compte tenu des
conditions aux limites rencontrées,la fonction & intégrer présente une
discontinuité en 1=0 et =T On aura donc inferét & serrer le pas At en
ces zones. Le choix des découpages différents dans certaines zones de la
couche ne présente aucune difficulté particuliére. Par ailleurs,te plus
souvent on ne s'inferessera qu'au rayonnement rediffusé par la couche(cas

des plan&tes observées depuis la terre). |1 est évident que,les sources
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inferviennent d'autant moins dans ce rayonnement sortant en haut de la
couche qu'elles sont profondes. On pourra donc se contenter d'une inté-
gration moins précise en profondeur et vy prendre un pas Ar plus grand.
Ces deux remarques sont importantes du point de vue brafique les temps
de calcul étant directement proportionnels au nombre de sous-couches qui

sera un facteur essentiel pour ['exploitation numérique.

Evaluation de k

Les tests ont été réalisés en incidence normale (u =1) pour une

granulométrie de Vénus (A= 1,5microns),un albédo Wy —O 98 eT une épaisseur

optigue T1~25 2.la couche était ainsi discrétisée :

A‘r1 = 0,1 de t =0 art =1,2 (sous couche 1)
Arz = 0,4 de 1 = 1,2 at =9,2 (sous couche 2)
Aty = 1 de v = 9,2 & 1 =25,2 (sous couche 3)

Pour chaque ordre de diffusion,on a calculé un coefficlent k
approché :

flr+rATr) ~ f(1)

At kZATZ

k = Log

On a porté dans le tableau (I1V.1) |a valeur maximale obtenue
sur chacune des trols couches caractérisées par Ari(i=1,2,3). 12
Tableau (I1V.1)
AL o?
!
ordre de diffusion Ar1 = 0,1 ATZ = 0,4 ATB = 1
1 0,75 9 33
2 0,32 5,6 16
3 2,8 8,4 16
4 1,8 4,7 23
5 1,15 3,7 14
10 0,74 1,6 11,5
20 0,38 0,56 7,6
40 0,34 0,66 3,2

En analysant le tableau par ligne on vérifie &videmment que
['imprécision croit avec Ar,et pour une méme colonne que l'erreur est
maximale sur les premiéres diffuslons (le régime étant encore fortement
dissymétrique). On voit que la précision obtenue(de I'ordre de 1% sur Jles

plus basses couches) est tout & fait tolérable.



Tableau (1v.2)
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7 96 couches 48 couches 24 couches
0, 9894 0,03414 ' 0,03419 0,03438
0, 8656 0,03590 ‘' 0,03595 0,03613
| primaire 1°/ 00 1%/,
0,6179 0,02212 0,02214 0,02223
0,2816 0,02788 0,02790 0,02797
0, 9894 0,009185 0,009198 0,009249
0, 8656 0, 008905 0,008917 0, 008962
Q primaire 1°/00 1°/o
0,6179 0,003252 0,003255 0,003268
B 0,2816 0,003950 0,003953 0,003963
0, 9894 0,02194 0,02198 |  0,02213
14 0, 8656 0,02263 0,02266 0,02278
diffusion 4 3°/0o 1%/o
0,6179 0,02455 0,02455 0,02456
 0,2816 0,02405 0,02399 0,02376
0,9894 0,0000731 0,0000732 |  0,0000736
o4 0, 8656 0,000790 0,0007913 .  0,000795
diffusion 4 3%/ 60 1°/,
0,6179 0,001754 0,001754 0,001754
0,2916 0,002158 0,002153 0,002137
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Pour la méme couche,on a reporté ( tableau (1V.2)) les quantités
| et Q correspendant 3 de la lumidre diffusée une fois et quatre fois
d 1t =o0 et pour quelques angles u d'émergence . Chaque colonne correspond

3 une discrétisation différente dans les sous couches 1,2 et 3 soift

total
17 cas AT1 = 0,05 ATZ = 0,2 AT3 = 0,5 solt 96 couches
2° cas A;, = 0,1 Arz = 0,4 Ar3 =1 ——4 - 48 couches
3° cas AT1 = 0,2 Arz = (0,8 ATB = 2 soit 24 couches

 On peut considérer comme pratiquement exact le résultat obtenu
avec 96 pas. L'erreur relative obtenue pour les deux aufres cas et portée
entre les colonnes,reste du méme ordre de grandeur pour ces deux diffusions

d'ordre différent. Ce résultat se confirme quelque soit l'ordre de diffusion.
Conclusion

Finatlement,pour nos calculs du rayonnement ressortant en haut de
la couche,nous discréfiserons en trois sous couches :

o dans la sous couche supérieure,de |'ordre de Ty = 1, on star-
rangera foujours pour respecter la condiTion-AE% < 1%.(on pourra prendre
AT] = 0,1 qui convient bien pour O,3<uO <1) 12“§

dans la sous couche Intermédiaire on prendra Arz de !'ordre de 0,4,

sur une épaisseur 15 de l|'ordre de 4.

Si ta couche totale est épalsse,on compliétera alors, jusqu'au fond

de cette couche,en prenant un large pas ATB = 1.

111 - Longueur_du_développement en série_de Fourier

Si les différents éléments de la matrice de phase sont développés
avec 2p termes, la décomposition en série de Fourier doit théoriquement
steffectuer avec 2p termes également. Pour la luminance | toutefois les
différents termes |° de cette décomposition convergent avec s,et d'autant
plus vite gue v est grand ( a la limite,pour l'incidence normale seul
le terme s = o est & considérer). La figure (IV.2) montre comment con-
vergent avec s les différents paramétres de Stokes,pour des particules de
paramétre a = 2. lci les quantités QS et U® se comportent comme 1.

Pour de grosses particules (granulométrie de Vénus a 1=0,527 microns)
les résultats sont trés différents. Les séries de 1° convergent encore vite
( 8 1°/50 en moins de dix termes pour H, = 0,5 {14 1 mais les termes de
polarisation, (figures 1V.3 & [V.8 Jont un comportement plus anarchique.

La convergence dépend ici aussi bien de u et Q que de u_. L'analyse de

ces courbes montre que les plus fortes anomalies de convergence apparaissent
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éﬂ?&oiéjnage des directlions d'observation qui correspondent & un zéro
de polarisation en diffusion primaire,ce qui est assez logique. Comme
il s'agit de directions pour lesquelles I'intensi+é polarisée reste fI-
nalement faibte;le pdbb&émszédesf pas crucial,mals il est clair que ce
- comportement oscillatoire dés séries ne facllite pas !'exploltation nu-
mérique,et qu'é ce stade une étude soigneuse de la convergence est né-

cessalre.

v - Nomﬁre de diffusions

-

11 reste & étudier |'influence des différents paraméires (al-
bédo, nature du paramétre de Stokes étudié,inclidence uo,ordre s de la
décomposition en série de Fourler) sur le nombre de diffusions nécessalire

pour cobtenir une précision donnée.

a) Inflvence de 1'albédo

La convergence est d'autant plus raplde que le milleu est plus
absorbani. L'@quation de transfert é&tant linéaire en w _,pour une couche
semis~infinie,on peut écrire ,en supposant le probléme résolu pour w,=1,

5 .y . = . =
{ (‘t,u,mo} (t,u,mo 13},

b fn
Y s
L 'n

i éme

. 1S s s .
ol fn est la valeur obtenue & la n diffusion,et la convergence sera

dlautant plus rapide que w, sera petit,pour tous les paramétres de Stokes.

~'b) Influence 'du paramétre de Stokes éftudié

On sait aussi que le rayonnement polarisé doit se former a parfir
de faibles ordres de diffusion : en effet,i| posséde un axe privilégié si
bien qu'au cours d'une diffusion,s!i cet axe ne se trouve pas dans le plan
de diffosion-{ou perpendiculaire 8 ce plan) il y a perte de rendement pour
la polarisation; clest ce qui falt dire que les diffusions multiples
"dépolarisent™ le rayonnement. Sur les figures (IV.9 et 10) on a tracé
Iintensi1é d[ffuse et 1'intensité polarisée remontant d'une couche é&c-
fairée en incidence normale,en tenant compte des diffusions successives
Jjusqu! @ un ordre maximum croissant. On constate bien que la valeur fi-
nale du rayonnement polarisé est atteinte avec un nombre de diffusions

trés inférieur® a celui nécessalre pour obtenir I'intensité totale.

Convergence en série géoméirigue

g . P . .
Pour uneyva!eur&?fxee,on constate enfin que les diffusions suc-
cesslves,au deld d'un certain ordre,suivent une série géométrique comme

le montrent les figures (IV.11 et 12) sur lesquelles la série géométrique
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est atteinte lorsque les courbes deviennent !inéalres(échelle semi-
logarithmique). Ce résultat était déja signalé dans le cas du calcul

de | seul {15 }. |l reste valable pour les autres paramétres et il est
trés intéressant. En effet dés qu'on constatera que la série géométrique
est assez précisément é&tablie,a un ordre N de diffusion,on pourra arreter
le calcul et ajouter un terme correctif représentant les diffuslons d'ordre

N+1 & 1'infini,avec

N-1 Qs(o;u)
QS(O,U) = Z Q;(O)U) + "E'——_—_
s
n=1 1 - QN(o;u)
Q§_1(o;u)
c) Influence de la valeur de s et de ['incldence Mo

On a enfin porté dans le tableau (I1V.3) le nombre de diffusions
necessaire a une précision donnée,en fonction de 1'incidence N et de
l'ordre s du développement en série de Fourier,pour la granujométrie
de Vénus & ) = 0,527y;_ ce nombre décroit sensiblement avec |'ordre s

mais dépend assez peu de |'incidence .

Tableau (1V.3)

N 0,9 0,8 0,7 0,5 0,3
0 10 8 6 22 13
1 " 1 8 8 14
2 14 16 8 7 7
3 6 8 7 9 9
4 6 9 6 7 5
5 6 6 7 7 4
6 4 3 5 6 7
7 4 5 6 5 6
8 4 3 4 4 4
9 4 4 5 4 4
10 4 4 5 7 6
15 4 4 4 5 4
20 - 2 3 3 5
25 - - - 3 4
30 - - - - 3
35 - - - - 30
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La méthode de calcul nous fournit les paramétres de Stokes {,Q,U
et V. On préfére en général relier ces quantités & des grandeurs plus

physiques en fonction des paramétres classiques de Ia vibration elliptique
J ) —
L | - (nhat . pol
= X} 3 Q = IP°! cos 28 cos 2x
xvf“ﬁiiiix U = XPOI cos 28 sin 2x
v = 1P gin 28

Ta tuminance totale | a été décomposée en luminance naturelle |

nat

et totalement po}afiséé‘YpOI.

Les quantités physiques utilisées seront les suivantes :

!pol i / QZ£U2+V2

! !

- Ja luminance totale |

'
]

Le taux de polarisation 9

Itangle x tg2x %
v

/OTUZIVE

!

"

l'angle B sin 28

Remarque sur l'ellipticité

On considére en général que le rayonnement diffusé est polarisé
rectilignement c'est & dire que I'ellipticité est trés faible. Expéri-
mentalement c'est ce que !'on observe sur Vénus 3 laquelle nous nous
intéresserons dans le chapitre sulvant.

Dans le tableau (1V.4) nous avons porté,en fonction de !'angle u
d'émergence et pour ¢ = I ,l'erreur relative commise sur le taux de
polarisation en négligean$ le paramétre V et aussi la valeur de l'angle
8 caractéristique de I'ellipticité. Ces résultats on é1+é obtenus pour
des particules a=2 (T1=4;wo = 0,95;11o = 0,5)

Tableau (1V.4)

" /QUZVE- RLUZ | +6 -8 x10"3
JOZsu2+ve
0.9815 6.54 1.888
0.9041 5.26 1.604
0.7699 1.44 0.849
0.5873 0.008 0.060
0.3678 0.031 0.126
0.1252 3.17 1.26
S
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On constate bien que V n'a qu'une influence trés faible sur le
taux de polarisation et que l'ellipticité de la vibration est trés faible

et nous la négligerons par la suite dans nos calculs.

VI - Etude des hypothéses du chapitre [[!

~

Nous avons cherché & vérifier les hypothéses simplificatrices
envisagées plus haut pour traiter le cas de |'incidence obl!ique par les

harmoniques sphériques.

a) L'une de ces approximations reposait sur le fait que les coef-
ficients ag et e, sont en général voisins. Le tableau (!V.5) compare
a la solution exacte te résultat obtenu (par les ordres successifs) en
faisant €, = ag pour des particules a=2 (v, = 4 o, = 0,95 juy, = 3,5

1
s = 4)

Tableau (IV.5)

ox10° Ux10°
¥ exact ~———approché. exact approché
0.9815 46.0670 -0.0636 0.0663 0.0671
0.9041 -0.366 -0.349 0.363 0.366
0.7699 -0.941 -0.906 0.931 0.938
0.5873 -1.807 -1.754 1.752 1.762
0.3678 -2.968 -2.904 2.630 2.638
0.1252 - -4.612 -4,552 3.015 3.011

On constate que les résultats sont peu perturbés par cette appro-

ximatlion bien que |'on ne soit pas dans un cas trés favorable (a < 3)

b) Nous avons également cherché & voir si la falble influence de
la source en | (t;u) sur Q et U subsistait,comme en incidence normale.
Lles résultats ci-dessous montrent que, pour s = 1, 1 'approximation n'est

pas trop mauvaise.
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ox10° Ux10°
u exact approché exact approché
0,9815 -0.661 -0.354 0.669 0.356
0,9041 -1.493 -0.908 1.648 0.937
0, 7699 -2.454 -1.639 2.886 1.811
0,5873 -3.201 -2.474 4.457 3.139
0,3678 -3.429 { -3.100 6.295 5.047
0,1252 -2.774 -2.968 7.918 7.476
et on peut espérer qu'en introdulsant au second membre |'intensité totale,

s . ™ ;
calculée indépendament,on se rapprochera nettement de la valeur exacte.
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DONNEES

11,w0,uo,uj (j=1,....N)

a, B£~7£ szez £y (2 = 0,....,2p)

I

Boucle sur s —=<
fonctions de Legendre P (u.) PX (u.) P* _(u)
Calcul des fonctions de Legendre < Uj <7 uj o= qj

]

2
£ L
Noyaux de diffusion du type f) By Ps(uJ) Ps(“k)
2

I

Calcul de la diffusion primaire

e Boucle sur Jl'ordre de diffusion n

L

Calcul des fonctions sources & chaque niveau t,par intégration sur

L

Intégration sur |'épaisseur optique

Sortie des résultats !n, Qn, U

Sommation sur les diffusions pour chaque W,
1S, 9%, US

]

< Test d'arrét sur n

non réalisé

|

Sortie de 1°, Q°, US

1

Mise sur bande

[

Test d'arret sur s non réalisé

Y

[

Sortie des résultats avec sommation sur ¢




CHAPITRE V

ETUDE DE LA POLARISATION LOCALISEE DE VENUS
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Dans cette dernliére partie,nous applliquerons notre méthode de calcui
a 1'étude du rayonnement rediffusé par Vénus. Son atmosphére diffusante
épaisse est encore assez mal connue mais de nombreux résultats expéri-
mentaux existent et il est probable qu'a l'occasion des prochains survols
de la plandte (Mariner) 1ls seront encore développés. L'atmosphére de
Vénus est essentiellement composée de gaz carbonique {16} mals la nature
des nuages reste par contre trés controversée. lLeur étude repose encore
uniquement sur |'analyse des observatlions terrestres de la luminance
redi ffusée, Intégrée sur toute la surface visible du disque. Les mesures
de polarisation semblient indiquer en haute atmosphére des particules
d'indice n = 1,46 et de rayon moyen r = 1,um{10 }. L'albédo sphérique
de la planéte {}7} correspond & des particules trés peu absorbantes {;g}.
Enfin le premier sondage par Vénéra 8 permet d'estimer |'épalsseur op-
tique totale des nuages a T, = 100 environ. Notre but est de volr si
I tanalyse du taux de polarisation et de la direction du plan de polarisation,
‘résolus sur le disque,permettrait de raffiner ces résultats ou de tester
certalnes des. hypothéses d'homogéneTté admlises dans les analyses précé-
dentes. Ce probléme est évidemment trés vaste compte fenu des nombreux
paramétres qui Interviennent. Nous montrerons simplement lci comment
adapter la méthode de calcul au milieu physique considéré et quels sont
les parametres dont |'influence peut @tre étudiée. Ensuite nous discuterons
les premiers résultats obtenus.

- Adagfaf!on de la méthode de calcul

A partir de la granulométrie et de l'Indice présumés des particules
on peut tabuler les coefficlents ag » By s Yy s 3y, gy, &g Introduivs
dans les developpements de la matrice de phase. Pour les longueurs d‘onde
visibles,}'ordre de ces développements est,pour un rayon moyen des parti-
~cules de l,lgﬁ,d'une centaine. D'autre part la discrétisation d'une couche
dfépaisseur Ty = 100 (ordre de grandeur de |'épaisseur optique des nuages)
nécessiteralt une centaine d'intervalles At. Enfin I'albédo des particules
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étant proche de 1 (milieu trés diffusant) les diffusions multiples
interviendront jusqu'd des ordres &levés.

Ainsl posé,le pfrpblém est Insoluble avec les moyens numériques
dont nous disposons mails leg tests des chaplitres précédents permettent
quelques simplifications. Puisque la lumiére polarisée se forme dans la
zone superflcielle de la couche, pour une épaisseur optique critique de
1Yordre de .= 3 (cf chap Il § IV ),on calculera les paramétres Q et U
pour une cotihe Te petite, le paramétre V sera négligé (cf chap IV § V).

La luminance totale | sera calculée Indépendgmen+ pour la couche compléte
sulvant la méthode des harmoniques sphériques tout & fait performante si

on néglige la polarisatlion. On constate par ailleurs que les éléments de

la matrice de phase sont peu modifiés si on limite les développements a

un ordre 2p' < 2p. Les figures (V.1,2,3) montrent pour quelques valeurs 2p'
et une granulométrie @ A= 0.527ym qu'on aura une approximation satisfaisante

avec 48 polnts de Gauss.

I{ -~ Géométrie du probliéme

Le paramétre géométrique essentiel es+7|'angle de phase YV entre les
directions Soleil~- Vénus et Vénus-Terre,qui varie de 0° (conjonction supé-
rieure pour laqueile on voit tout le disque éclairé) & 180° (conjonction

inférieure pour laquelle le disque est noir).

Les résultats seront portés sur le disque apparent de la planéte
(projection sur un plan perpenduculaire & l'axe d'observation Vénus-Terre).
Suivant les valeurs de V seule sera éclairée une partie de ce disque. Le

schéma (V.1) montre la géométrie du probléme.

SCHEMA V. 1
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1 Zone non éclairée par le solei] T : point subterrestre
2 Zone non vue depuis la terre S : point subsolaire

3  Terminateur

4 Limbe

5 Equateur

Le calcul correspondant & une géométrie plane,on suppose qu'en un
point P,ol le rayonnement émergent est calculé&,on peut remplacer la couche
sphérique par une couche plan-paralléle,perpendiculaire au rayon de la

planéte passant par P.

Remargue

Cette approximation n'est justifiée que dans la mesure od le rayon-
nement qul tombe en un point P! ressort de la couche,apres diffusion,en P
proche de P! c'est & dire si le libre parcours moyen de diffusion est petit
devant le rayon de la planéte. Nous supposerons cette hypothése réalisée.
C'est au voisinage du limbe et du terminateur qu'elle est & priori la plus

sujette a caution.

111 - Répartition sur_le disque

Dans la méthode des ordres succesifs les angles u sont Imposés
(points de Gauss). L'inclidence M est par confre arbitraire,mais chaque
valeur de My nécessite un calcul indépendant. Pour V,angle de phase donné,
les points a M, constant décrivent un cercle centré sur le point subsolaire,
ceux a u constant un cercle centré sur le point subterrestre. Les inter-
sections de ces cercles,situées dans la partie observable depuis la terre,

donnent les points ot la luminance sera calculée (schéma V.2)

SCHEMA V. 2
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Une méme valeur de W, sera utilisable pour tous les angles de phase
puisque nous calculons les quantités Is(uo,u),de méme Qs(uo,u) et Us(uo,u),

dans

! (UO:U:V1) =

(2-3_) 1°(u ,u) cos S$ 4
s [o]

os

Bt~

0

ou | (uo,u,VZ) =S

(2~3

s
o S) I (uo,u) cos s¢,

It e

si bien que suivant les valeurs de V,un méme couple (uo,u) ne nécessitera

que de recalculer cos ¢. On évalue facilement qﬁé';

cos 6 cosb - cos V
o—

cos ¢ =
sin 8 sing
e}

Ugu-=c 0 et = cos8
ol u = cos 8 et u_ o

On voit donc que !'étude du paramétre V ne necessitera aucun nouveau
calcul Important.

Pour un choix d'angles o et un ordre 2p donnés (donc la série des
angles u fixée), le nombre de points que 1'on obtient est surtout fonction
de l'angle de phase. Pour limiter les calculs en conservant une densité
de points correcte,nous avons empiriquement choisi M, = 0,95; 0,9; 0,8;
0,7; 0,5; 0,3. Dans ces conditions les résultats couvrent correctement le
disque apparent de Vénus,sauf pour les petites ou grandes valeurs de V ce
qui n'est pas trés génant; de fels angles de phase correspondent en effet

a de mauvaises conditions expérimentales (Soleil & coté de Vénus) pour

lesquelles on ne dispose que de peu d'informations.

[V_- Organlsation du calcul

Une fois choisis les angles Mo pour une couche .plan-paralléle,il
suffit de porter sur la planéte les points qui conviennent. Pour une valeur

de V,un couple (uo,u) correspondra a un point visible sur le disque si

M, et u respectent certaines conditions que nous avons résumées ci-dessous,
L]
vV > 90 o < My < sin V et o< uy < cos (V—eo)

]

p < X . V et cos (V+eo)< u < cos <v—eo)
vV < 90° ou *

o > — -V et o<y < cos (V-eo)

Ces conditions permetfent de ne retenir que les points sur lesquels
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on fera la sommation de la série de Fourier avec ¢ donné par la relation

cos 8 cos 60 - cos VY

cos ¢ =
sin 68_ sin @
o}
Une fois déterminés ces points (uo,u,V) sur la planéte,on passera aux
variables (x,y) qui fixeront la positlon sur le disque apparent. On aura

simplement : W - cos V

x =
inV
41 - sin
2
\5,« // ug + 2 -2y b, cos V
o y = 1 -
Y= 0 sin? v
'
]
] v
)
[}
o X 1

On repérera également la direction du
plan de polarisation par son angle a

avec la direction ox

a =Arc+g$— - X

1 U
avec X vl Arctg 9]

On a schématlisé e calcul dans |'organigramme N° 2 .

V-Variation_avec_I'aibédo

L'albédo’ de diffusion est également un parametre facilement variable
dans nos calculs. Ceux-ci sont falts pour un milieu conservat!f (mo = 1);

les résultats pour une valeur quelconque de w, s'écriront simplement :

n AS . . .
W Qn (T-o,uo,u,wo 1) (cf ch 1V § 1V)

Hi{~8

S
Q (= O;UO»u;mo) =

n=1

Le seul probléme sera le stokage des quantités QS (1=o;u0,u,wo) dont
e nombre devient trés important si on prend de nombreux w, - La relation
précédente n'est rigoureuse que pour un milieu infini mais est valable ici

pour la polarisation puisque le fond de la couche n'intervient pas.

Vi- Diffusion Rayleigh

La contribution de la diffusion Rayleigh par |'atmosphére moléculaire
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de Vénus peut devenir essentielle lorsque la longueur d'onde du rayon-
nement diminue ( loi en A-4). Ce paramétre peut étre étudié ici sans gros
calculs supplémentaires,si nous supposons le mélange particules-molécules
homogane. Les éléments de la matrice de PR(B) de la diffusion moléculalire
se développent exactement en trois ftermes (cf tableau (V.1) )

Tableau (V.1)

2 a R Y 3 € 3
0 1 0 0

0 0 3/2
2 3 1/2 - v3/2 0 0

Sot+ Pp(e) la matrice de phase des particules définie.par les
coefficients ag » 62 » Yy oo 82 y €y et g, - La matrice de phase P(9)
résultant d'un mélange homogéne sera définie & partir du taux de diffusion

Raylelgh 3 par
P (8) = (1 -3) Pp (8) + 23 PR(e),

ce qul donne P (8) normalisé avec Bo = 1

k
( 3 est relié aux coefficients de diffusion par 2. 2 )
3 kg
Puisque les éléments de PR(G) se développent en trois termes nous pouvons
dis?inguer deux: cas suivant que "&" est supérieur ou Inférieur a 2; nous
donnons les coefficients (notés avec astérisque) de P(8) dans le tableau

(V.2) obtenus & partir de la définition de P (8) et du tableau (V.1).

Tableau (V.2)

% Rl B S 3 e £™ ]
0 0 1 0 (1-3) 2
. ©3
(1-3) 8, 0 (1-3)3  +== 0
2
| al . g
2 (1-3)a,+33 | (1-3)8,, > (I-B)YZ—BE (1 =) 3,1 (1-3) e, f (1 -3) g
- g 4 ___ -
> 2 (=2) o | (100 gy (1) v (1 -0day | (1 2) ey | €1 -avg,

Lors de la décomposition en série de Fourier,les sommations sur les
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fonctlons de Legendre commencent & |'ordre £ 2 s et vont jusqu'd 2=2p.
Pour s = 0, 1 et 2 il faudra recommencer le calcul puisqu'il n'exlste

aucune relation de linéarit+é entre les coefficients @grereesly et les

i

coefficients Ggrev-vs&y pour £ =0, 1 et 2. Mais pour s > 3 puisque

a, = (1 -3)ay ,....,8) = (1 =3) €y

Res quantités Qs et U° se déduiront de QS et US,(obfenues avec Pp(e) )

par
Q° = (1-3) Q% et U° = (1-3) U°

D'autre part,le taux 3 de Rayleigh,sera en général petit et n'influencera

pas le calcul de la lumthance totale et on aura finalement :

1 (r=o;g0,,;,¢,afo) = | (1=03u_,1,$,3=0)

Q (T"O;UQ;U:¢1 afo) =
S

I~

S
. (2 —aos) cos s¢ Q (r=o,uo,u, 3=0)

2
+ (1 -3)»Zp (2 -3 __) cos s¢ Qs {(t=0, u ,u,9 = 0O)
oS ? Yo
s=3 -
(et U du méme type de Q avec une sommation en sinus).
Pour chaque nouvel le valeur de 9,seuls les termes s = 0,1 et 2 seront

a recalculer.
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V1l - Résultats (Taux de polarisation exprimés en millidmes )

Nous présentons quelques résultats obtenus pour la répartition
théorique de la lumiére polarisée sur le disque de Vénus. La couche dif-
fusante est supposée homogéne et d'épaisseur optique infinie. Les paramétres
du milieu sont ['absorption propre,lt'indice et la granulométrie des par-
ticules,et le taux 3 de diffusion Rayleigh,dont on doit tenir compte en
polarisation. Cette composante moléculaire sera supposée ici uniformément
mélangée aux particules.

Compte tenu de la lourdeur des calculs,nous n'avons pu envisager
qu'un seu! type de particules diffusantes,et le choix de ce modéle est evi-
demment déficat. Des études antérieures,portant sur la polarisation intégrée
sur le disque (Hansen...) ont monfré un assez bon accord pour des particules
ains§i  définies :

. n=1,454+ 0,02 pour |'indice

Py Py .

.nlry=r Texp ( -~-—= r ), avec Py = 0,8 umet py= 6,pour la

granulométrie. (Fig V.4) — P

On définit plus généralement la granulométrie par le rayon moyen

" <r> et la varignce v

> = d0Tfrnndr Py{py*3) :
! g r2 n (r) dr p2
jo (r-<r>) Tr2n (M ar ’
v = . = - res
]W T+2 n (r) dr P2
o
Les résultats expérimentaux donnent <r> = 1,1 % 0,1 microns
et v=0,11.

3 = 0,01 pour le taux de diffusion moléculaire @ X = 0,5ym .

Un résultat assez voisin peut étre obtenu plus simplement,en
faisant | 'hypothése que les angles de phase donnant une polarisation nulle
correspondent sensiblement aux zéros de polarisation de la fonction de
diffusion primaire. On dispose{ 19 ! de résultats donnant ces zéros de pola-
risation en fonction de X et de V. L'analyse se fait en diffusion primaire
assez facilement. Il suffit d'ajuster I'indice et 3 pour avoir & chaque
tongueur d'onde :
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¥ : ]
A 1) P2 ( cos (%=\) ) = O

=2
Les coefficients ¥,,retatifs au mélange homogéne des particules et du gaz,
ayant été définis dans le tableau (V.2). L'accord avec les mesures est ob-
tenu pour n = 1,46 et 3 = 3% 3 = 0,4um(soit @ = 1% & 0,5 micron).

Nous avons finalement retenu pour nos calculs n = 1,46 <r> =1,2um
et v = 0,1?1, 1 talbédo w  se définissant alors a partir de |'albédo sphérique

A et du coefficient 81’

Remarque
les valeurs Py et Py étant fixées, P (8) dépend bien entendu de X .
Nos calculs ont été faits & 1 = 0,527um. On vérifie que P (8) se développe
avec les mémes coefficients ag seeséy a8 une autre longueur d'onde 1A', sl
on a une granulométrie différente définie par :
1!

pl=——p, et pj = 2o
U 2 N

On volt donc que !'on pourra étudier d'autres longueurs d'onde en

changeant paralléiement de granulométrie.

1) Variation avec |'angle de phase

Lles figures (V.5) & (V.12) donnent |'allure des lignes d'isopo-
larisation et du plan de polarisation en fonction de l'angle de phase V.

La diffusion Rayieigh est négligée et nous avons pris un albédo w = 0,9995
qul respecte |'albédo sphérique de la planéte & 0,527 micron . Sauf pour

V = 25°,les lignes d'isopolarisation sont régutteres. Le minimum de pola-
risation est situé au centre de la zone observable tandis que les maxima
sont aux pdles. Cette varlation est assez normale,le taux de polarisation
décrolssant,comme on |'a vu,avec les grands ordres de diffusion.

La direction du plan de polarisation,sauf pour V = 25°,est sensi-
blement constante,perpendiculaire ou paraiiéie & 1'équateur. Cette direction
est obtenue & partir de celle de la diffusion2 rimairei Il suffit pour cela
de connaftre le signe de la fonctlon T (8) = L Yy P, (cos 6) représentée
figure (V.1) : pour un angle V tel que T (-97% soit positif,le plan de
polarisation sera paralléle a |'équateur,et perpendiculaire dans les autres
cas.

L'angle de phase V = 25° (c'est & dire 6 = 155° ) correspond &
un zéro de diffusion primaire,ce qui explique |'aspect tré&s particulier des

lignes d'isopolarisation et de la direction de polarisation pour cet angle.
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Pour les angles V = 150° et 155°,qui entouraient un autre zéro de polarisation
(8 = 27°),0on retrouve e méme phénoméne sur le plan de polarisation.
 (L'étude de la répartition n'ayant pas été faite pour ces angles qui cor-
respondent a un croissant visib!e trés étroit). Il est clair,a priori,que
c'est au voisinage de ces points singuliers que des observations fines

seralent les plus riches en informations.

2) Inftuence de !'albédo

L'albédo sphérique A,dont on déduit !'albé-o simpiefmo,esT en falt
assez mal déterminé; nous avons donc comparé,a quelques angles de phase
(fig.{V.13,14,15) ) les résultats obtenus pour deux valeurs de cet albédo
w, = 0,9995 ( A = O,gg; ) et w, = 0,9999 (A = 0,956 ). Le plan de polari -
sation ne bouge pas; la variation du taux de polarisation est trés faible,
ce taux diminuant un peu quand l'albédo augmente (variation toujours liée
& la disparition des ordres élevés de diffusion,moins polarisés quand

I 'absorption du milieu augmente)

3) Influence de la diffusion Rayleigh

La diffusion moléculaire,introduite de fagon homogéne dans le
nuage de particules,a une Influence beaucoup plus importante que l'albédo,
comme le montrent !es‘figgres (V.1§,17,18).

- Les fonctions E Yy Po (w) relatives & la diffusion Rayleligh
fig (I11.1) -~ et 2 la di%?%sion par les particules - fig (V.1) - sont de
signes contraires pour les angles ol la diffusion moléculaire est Impartante
(45° < 9§ <135°). Pour ces angles de phase,on observe bien une baisse du
taux de polarisation,la direction du plan de polarisation étant peu modifide.
Pour V = 25° on reste prés d'un zéro de polarisation ; les taux restent
faibles,avec ou sans Raylelgh,mais |a composante Rayleigh perturbe for-
tement les directions du plan de polarisation (fig V.19); une telle zone
d'observation est certainement trés favorable pour |'étude précise de la

contribution moléculaire.

4) Comparaison aux mesures

Nous présentons une comparaison trés succinte entre nos résultats
théoriques et des données expérimentales obtenues dans !'orange. Les ob-

servations {20 } ont été faites & 1'Observatoire de Meudon par A.Dollfus

qui a bien voulu nous les communiquer (résultats non publiés). Ces mesures
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étalées sur une dizaine de jours (Mars 1972),couvrent des angles de phase
compris entre 72°5 et 77°5. La figure (V.20) montre que les taux de pola-
risation,exprimés en milliémes, fluctuent dans le temps et que les valeurs
ne sont pas symétriques par rapport & |'équateur (ce qui invalide évi-
demment notre modé&le homogéne).

Les valeurs expérimentales moyennes sont présentées sur la
figure (V.21) ol on a superposé les lignes d'isopolarisation pour wo=0,9999
et 3 = o; les résultats théoriques sont en assez bon accord avec les
mesures bien que le rayon moyen théorique soit 1,3um compte tenu de la
longueur d'onde expérimentalement retenue. |1 est clair gqu'il ne s'agit
que d'une vérification trés grossliére,montrant la cohérence des résultats
et qu'une étude plus fine sera nécessaire. Les observations expérimentales
{20 } montrent parfois une décroissance tré&s nette du taux de polarisation
vers les pdles ce que nous ne refrouvons en aucun cas théorigquement,malgré
la diffusion Rayleigh. Ceci est certainement 1ié & la fagon dont on a
réparti le gaz et les particules; (! est probable gu'il faudrait introduire
deux couches différentes,la couche gazeuse surmontant le ruage de particules.
Cette disposition favoriseraif sans doute la baisse du taux de polarisation
aux poles ol I'incidence et |'émergence étant relativement rasantes,la
couche superficielle de gaz interviendrai+t alors totalement pour la pola-

risation ce qui n'est pas le cas pour un mélange homogéne.

5) Polarisation intégrée

On déduit facilement le taux de polarisation intégré sur le disque
des résultats ponctuels précédents. Connaissant en chaque point,les para-
meétres de Stokes |,Q et U et 1'angle a de la direction de polarisation avec

| 'équateur,on définira le taux intégré A par

i J’ 0%+U%(sin o - cos o ) dS
f I ds

les intégrales portant sur la partie éclairée du disque.

A

La figure (V.22) représente ta variation de 4 en fonction de |'angle
de phase, pour W= 0,9999 et w = 0,9995,avec et sans diffusion Rayleigh.
Ces résultats théoriques sont comparés & diverses observations (1=0,53um),
I 'accord étant satisfaisant compte tenu de ta dispersion des mesures {19 }.
On retrouve & nouveau le peu d'influence de !'albédo par rapport & 1'influence
de ta diffusion Rayleigh. La comparaison de ces courbes avec le diagramme de
diffusion primaire (fig V.1) montre que, méme aprés intégration,la position

des zéros de polarisation est conservée. Ce résultat justifie la méthode
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utiiisée au départ pour obtenir le taux de diffusion moléculaire et un
modéle probable des particules & partir de la position des zéros de pola-

risation.

Vil = Conclusion

On voit donc que la méthode des ordres successifs permet une
étude Intéressante de la polarisation localisée de Vénus. Les résultats
présentés sont évidemment trop succints,aucune étude systématique n'ayant
été entreprise,en dehors des influences de |'albédo et du taux de diffusion
moléculalre . Ceci est di essentiellement & la longueur des temps de calcul:
a titre indicatif il faut environ 7 heures d'ordinateur (C ! | 10070 ) pour
traiter une granulométrie.
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La méihode diantroximsyions successives,développée a partir des
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ge tlordre de 2 3 4,ce résultat
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.

été possible en se §imitant

dz t'anale de phase,de l'albédo
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Sauf pr coszrisation en diffusion primalre, ! 'albédo

du miteu perturbe
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seignements sur

la diffusion Rayleigh demande

-

dfailleurs & &+r

sur un modéle 34 deux couches; 11

serait en effet tras i

te déterminer commant sont réparties en

altitude fes moiécules et les rarticules et d'étudier cette répartition

P

sur le disque observable afin de Tesier les innomogéneltés
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Enfin une extension évidente des applications consisterait 2
tester,particuliérement au voisinage des zéros de polarisation,les modi-
fications du taux de polarisation et de la direction de polarisation
correspondant & des variations de !'indice et du rayon moyen des particules,
pour voir si ia polarisation locallsée permet une analyse plus sensible que
fa polarisation intégrée; une étude systématique serait & entreprendre en
fonction de la longueur d'onde,particuliérement en ultraviolet ol

I'influence de la diffusion molécuiaire est essentielle.
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Figure 1I- 3

Influence de la longueur du développement de la matrice de phase.

( Grannlométrie de Vénus 3 1,5 microns).
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Infloence de la longueur du'développement de la matrice de phase.
(Granulométrie de Vénus 4 1.5 microns)
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Figure iI- 5
Luminance émergente ({¥=0) pour les trois approximations du calcul et

denx épaisseurs optiques 7 =05 (en bas) et r =8 (en haut), avec des
particales « ~ 0. (Incidence normale, w,=0,95)
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Figure 1I- 7

Luminance polarisée (r=0) pour les trois approximations du calcul et deux épaisseurs optiques

7,= 0,5 (en bas) et 7 =8 en haut, avec des particules a ~ 0. (Incidence normale

Pwg = 0.95)
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Méme Mgende qu'en II- 7 pour des particules o = 2
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Méme Kgende que II- 7 avec la granulométrie de Vénus a

1,5 microns .
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Allure de Q et I en fonction de P'épaisseur optique de la couche
(Incidence normale ; w;,=0,95)
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Diagramme de luminance polarisée émergeant 4 7= o en fonction de I'épaisseur 7, de la

couche dont les valeurs somt portées sur les courbes (Granulométrie) (Incidence normale : v ;=0,95)
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Méme Mgende que II- 11 pour la luminance totale.
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Détail de la figure HI- 2 permettant d’observer la stabilisation rapide
des premiéres racines.
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Figure IV- 1

Influence du nombre de points de Gauss (Granulométrie a 1,5 pa Incidence normale :
1=8; w,=095 )
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Figure V-2
Convergence des parameétres de Stokes en fonction de I'ordre s de la
décompaosition en série de Fourier (o = 2) ( Ko = 0.5 ; 1= 4 twg = 0.95).
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N

Convergence en fonction de S du paramétre Q (Granulométrie de 0.527 um)
Les valeurs de ¢ sont notées sur les courbes.

( Ordonnée multipliée par S pour ¢ = 150° et ¢ = 180°)

Epaisseur optique de la couche 7= 6

Albédo w = 1
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Méme légende que IV - 3
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Méme légende qu’en IV - 3
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Influence du nombre de diffusions sur la luminance totale.

(Granulométrie a 1.5 im). La valeur de N est portée sur les courbes, (Incidence normale : - 1=8:w, = 0,95)
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Figure IV - 10

Méme légende qu’en IV - 9 avec la luminance polarisée.
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Figure V- 22
Taux de Polarisation intégré en fonction de I'angle de phase. & :vaut zéro pour les deux courbes inférieures

et 0.01 pour les supérieures.





