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INTRODUCTION 
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De nombreux c h e r c h e u r s  s l i n t é r e s s e n t  a c t u e l l e m e n t  
B l ' é t u d e  d u  b i l a n  r a d i a t i f  d e  l a  t e r r e .  C e r t a i n s  d ' e n -  
t r e  e u x  o n t  c o n s t a t é  l t i m p o x t a n c e  du  t r a n s f e r t  du  r a y o n -  
n e m e n t  i n f r a - r o u g e  d a n s  l e s  n u a g e s  p o u r  l l é t a b l i s s e m e n - L  
d e  c e  b i l a n  ; n o u s  n o u s  sommes p r o p o s é s  d t 8 t u d i e r  l a  ré -  
s o l u t i o n  n u m g r i q u e  d e  ce p r o b l è m e ,  Deux c o n t r a i n t e s  
p r i n c i p a l e s  o n t  c o n d i t i o n n é  n o t r e  é t u d e ,  à s a v o i r  Le m a -  
t é r i e l  n u m é r i q u e  m i s  à n o t r e  d i s p o s i t i o n  e t  l e  s o u c i  d e  
s e r r e r  a u  p l u s  p r è s  La r é a l i t & .  Ce t r a v a i l  c o m p o r t e r a  
d o n c  e s s e n t i e l l e m e n t  l ' é t u d e  p h y s i q u e  d ' u n  modèle d e  nu- 
a g e ,  l l é n u m ê r a t i o n  d e s  modes  d e  r é s o l u t i o n  p o s s i b l e  d e  
l ' é q u a t i o n  d e  t r a n s f e r t  d u  r a y o n n e m e n t ,  l e  c h o i x  d e  l a  
r é s o l u t i o n  l a  p l u s  a v a n t a g e u s e  à n o t r e  s e n s  e t  l a  mise 
e n  o e u v r e  d e  ce c a l c u l ' s u r  d e s  e x e m p l e s  t h é o r i q u e s ,  ba- 
s e  d e  d é p a r t  p o u r  d e s  c a l c u l s  p r o c h e s  d e  l a  r é a l i t é .  
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C H A P I T R E  1 

D é f i n i t i o n  d u  nuage 



Dans  ce c h a p i t r e  n o u s  a l l o n s  d g f i n i r  l e  n u a g e  t e l  ' 

q u e  n o u s  e n t e n d o n s  l ' i n t r o d u i r e  d a n s  n o s  c a l c u l $ ,  Mous ' 

n o u s  s e r v i r o n s  d e  r é s u l t a t s  a c q u i s  p a r  l e s  e x p é r i m e n t a -  
t i o n s  f a i t e s  p a r  d i f f é r e n t s  c h e r c h e u r s ,  

1 JONNFES FXPERIMENTALES POUR LA GRANULOMETRIE 

Nous r a p p e l l e r o n s  i c i  d i f f é r e n t s  r é s u l t a t s  e n  d é -  
c r i v a n t  b r i è v e m e n t  c e r t a i n e s  m é t h o d e s  d e  m e s u r e ,  

P r é c i s o n s  t o u t  d e  s u i t e  q u e  n o u s  p a r l o n s  Pci d e  nu- 
a g e s  f o r m é s  p a r  d e s  g o u t t e l e t t e s  d ' e a u ,  n o u s  n e  n o u s  oc-  
c u p o n s  p a s  d e s  n u a g e s  d e  g l a c e .  L e s  m e s u r e s  d i r e c t e s  n e  
s o n t  p o s s i b l e s  q u ' e n  m o n t a g n e  ou e n  " c h a m b r e s  à b r o u i l -  
l a r d "  q u i  p e r m e t t e n t  l a  c r é a t i o n  d e  n u a g e s  a r t i f i c i e l s .  

N o t o n s  a u s s i  q u e  l e s  g o u t t e l e t t e s  d ' e a u  n e  d o i v e n t  
p a s  ê t r e  m a d i f i é e s  p a r  l e  p r o c é d é  d e  m e s u r e  u t i l i s é ,  
P o u r  m e s u r e r  l e s  d i a m è t r e s  d e  c e s  g o u t t e l e t t e s  e t  l e u r  
r é p a r t i k i o n  g r a n u l o m é t r i q u s  on p e u t  l e s  c a p t e r  e t  l e s  
o b s e r v e r  a u  m i c r o s c o p e .  La c a p t a t i o n  p e u t  e t r e  é l e c t r i -  
q u e ,  p a r  é l e c t r i s a t i o n  d e s  g o u t t e s  d ' e a u  q u i  s o n t  e n s u i -  
t e  s o u m i s e s  à un champ é l e c t r i q u e  c o n v e n a b l e  e t  r e c u e i l -  
l i e s  d a n s  d e  l ' h u i l e  d e  p a r a f f i n e B ~ " J .  Un o b s t a c l e  corn- 
p o s é  d e  f i l s  t r è s  f i n s  ( d i a m è t r e  d e  l ' o r d r e  d u y  ) p e r -  
met u n e  b o n n e  c a p t a t i o n  d e s  g o u t t e l e t t e s  d ' e a u *  y cam- 
p r i s  l e s  p l u s  f i n e s  [a. Une m é t h o d e  très s é d u i s a n t e  
c o n s i s t e  à se  s e r v i r  d e  l a  d é t e c t i o n  p b t o é l e c t r i q u e  ; 
on  f a i t  p a s s e r  d a n s  l e  champ d ' u n  m i c r o s c o p e  l e s  g o u t t e s  
d ' e a u  e n  s u s p e n s i o n  d a n s  l ' a i r  q u i  c o m p o s e n t  l e  nuage. 
L ' i n t e n s i t é  l u m i n e u s e  d i f f u s é e  p a r  l a  g o u t t e  e s t  e n v o y 6 e  
s u r  un p h o t o m u l t i p l i r a t e u r ~ 2 ~ .  

P o u r  c o n c r é t i s e r  l e s  r é s u l t a t s  o b t e n u s  p a r  ces  d i f -  
f é r e n t e s  m é t h o d e s  n o u s  p r é s e n t o n s  c i - d e s s o u s  c e r t a i n s  
r é s u l t a t s  o b t e n u s  p a r  J .  BRICARD a u  sommet du Pu-v-de- - 
D8me (Tm é t a n t  l e  r a  o n  moyen d e s  p a r t i c u l e s  c o n s t i -  
t u a n t  l e  n u a g e )  D ~ ) c + ~ .  

r"rn 

N i m b o s t r a t u s  9 9 8  Y 
S t r a t o c u m u l u s  7.6 
Cumulus  5,4  y 
S t r a t u s  4.2 

- .# 
La r é p a r t i t i o n  g r a n u l o m é t r i q u e  p r é s e n t e  l l a l i u r e  

g é n é r a l e  d ' u n e  caurbe d e  G a u s s  a v e c  e n  p l u s  u n e  f o r t e  
r e m o n t é e  p o u r  l e s  d i a m è t r e s  i n f é r i e u r s  à i I ) . J ( f i g .  1 )  

Lz] . Nous n e  t i e n d r o n s  p a s  c o m p t e  d e  ces p a r t i c u l e s  



f i n e s  dafis n o s  cûlcuis, Evidemment  C e t t e  r é p o r t i k i o n  gsa. 
n u l o r n é t r i q u e  v a r i e  é n o r m é m e n t  a v e c  l e  t y p e  d u  n u a g e ,  Nous 
a v o n s  d o n c  c h o i s i  un  t y p e  d e  n u a g e  d é j à  e m p l o y é  d a n s  d e s  
c a l c u l s .  

1 )  C h o i x  d e  l a  s r a n u l o m é t r i e  

D. D E I R M E N D J I A N  a  é t a b l i  u n e  f o r m u l e  g é n é r a l e  p o u r  
l a  g r a n u l o m é t r i e  d e s  n u a g e s  e t  d e s  a é r o s o l s  CS] 

S i  dN e s t  l e  nombre  d e  g o u t t e s  d e  r a y o n  c o m p r P s  en- 
t r e  r e t  r + d r ,  l a  f o n c t i o n  d e  r é p a r t i t i o n  s e r a  

y+rn(r]= a . r  ~4 . c b ~ d -  . 
. -4 
i n  4 ' , > ,  

où  a ,  b, &%et 8 s o n t  d e s  c o n s t a n t e s  p o s i t i v e s .  :, ' 

A v e c z % =  6 ,  b = 1,s.  1= 1 ( r a y o n  moyen r,= 4 y 1 
e t  N = 100 g o u t t e s /  cm3 6 t a n t  l e  nombre  t o t a l  d e  g o u t t e s  
p a r  cm3, n o u s  a v o n s ,  -4,s-r cm-% p-S 

n ( 1  = 2 , 3 7 3  . r6. e- 
o ù  r e s t  e x p r i m é  en  m i c r o n s  e t  l a  c o n c e n t r a t i o n  e n  nom- 
b r e  d e  g o u t t e s  p a r  cn3. C e t t e  d i s t r i b u t i o n  c o r r e s p o n d  
p r a t i q u e m e n t  à l a  g r a n u l o m é t r i e  d ' u n  Cumulus  d e  type 1 163. La f o r m u l e  ( 1 , 1 ) ,  d ' a p r è s  l e s  t r a v a u x  d e  D, DEIR- 
M E N D J I A N s  p e u t  r e p r é s e n t e r  un  g r a n d  nombre  d e  d i s b r i b u -  
t i o n s  g r a n u l o m é t r i q u e s ,  Le  c a l c u l  d e  l a  g r a n u l o m é t r i e  
( 1 , 2 )  e s t  programmé e t  l e  r é s u l t a t  e s t  r e p r é s e n , t é  s u r  lgl 
f i g u r e  ( 2 ) .  

2 )  ç h o i x  d e  l a  g é o m é t r i e  du n u a q e  

Kous a v o n s  é t é  o b l i g é s  d e  c h o i s i r  u n e  g é o m é t r i e  d e  
n u a g e  q u i 2  b i e n  q u F 6 1 0 i g n é e  d e  c e l l e  d e s  n u a g e s  r é e l s ,  
r e p r é s e m r t e  e n  moyenne u n e  a p p r o x i m a t i o n  r a i s o n n a b i e ,  car 
l e s  n u a g e s  s o n t  e n  g é n é r a l  tr&s é t e n d u s  h o r i z o n t a l e m e n t  
p a r  r a p p o r t  à l e u r  é p a i s s e u r  ; e l l e  e s t  v a l a b l e  en cham- 
b r e  à n u a g e s  a r t i f i c i e l s ,  

8 . I  8 - 
l ! -# - :  

Nous c o n s i d é r o n s  i c i  q u e  l e  n u a g e  e s t  u n  m i l i e u  
' -  m i t é  p a r  d e u x  p l a n s  p a r a l l è l e s  i n f i n i s  e t  d a n t  l e s  p r o -  

*a, ., p r i é t é s  s o n t  c o n s t a n t e s  d a n s  un p l a n  h o r i z o n t a l ,  C e  choix 
a  p e r m i s  d e  m e t t r e  a u  p o i n t  p l u s  f a c i l e m e n t  l a  m é t h a d e  d e  
c a l c u l ,  L f i i t r o d u c t i o n  d e  f o r m e s  p l u s  c o m p l e x e s  q m a n e r a i t  
d e s  t r a n s f o r m a t 5 , o n s  p r o f o n d e s  d a n s  La m é t h a d e  d e  c a l c u l  3 
il f a u d r a i t  d ' a i l l e u r s  i n t r o d u i r e  d e u x  v a r i a b l e s  s u p p l é -  
m e n t a i r e s  p o u r  t r a i t e r  l e  p r o b l è m e , c e  q u i  c o m p l i q u e r a i t  
b e a u c o u p  s a  résolution!. Donc e n  d e h o r s  d e s  v a r i a b l e s  d é f i  
n i s s a n t  u n e  d i r e c t i o n  nous n ' a u r o n s  b e s o i n  q u e  d ' u n e  va- 
r i a b l e   dimensionnelle)^ l ' a l t i t u d e  car  n o u s  p o u v o n s  con- 
s i d é r e r  q u e  l ' i n t e n s i t é  d e  l a  l u r n i  d r e  d a n s  l c  n u a g e  est  
u n e  f o n c t i o n  d a  4 i n d é p e n d a m m e n t  d e  t o u t  a u t r e  v a r i a b l e  
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d i m e n s i o n n e l l e  l a  s o l u t i o n  é t a n t  i d e n t i q u e  p o u r  t o u t  
p o i n t  d ' u n  m 8 m e  p l a n  h o r i z o n t a l .  Nous s u p p o s e r o n s  d e  
p l u s  q u e  s e u l  l e  nombre t o t a l  d e  g o u t t e s  p e u t  v a r i e r  
a v e c  l ' a l t i t u d e  z ,  l a  r é p a r t i t i o n  g r a n u l o m é t r i q u e  res- 
t a n t  c o n s t a n t e ,  

II 1 - U O I X  DES LONGUEURS n 'ONDES 

'Nous  c o n s i d é r o n s  d ' a b o r d  q u e  l e  n u a g e  e s t  u n i q u e -  
ment  f o r m é  d e  g o u t t e l e t t e s  d ' e a u  e n  s u s p e n s i o n  d a n s  u n  
m i l i e u  t r a n s p a r e n t  . (\i,ous d e v o n s  d o n c  e f f e c t u e r  l e s  c a b -  
c u l s  p o u r  L e s  f e n ê t r e s  d e s  gaz a t m o s p h é r i q u e s  L ces f s -  
n & t r e s  e x i s t e n t  à : A = 10 y - 3.9  - 2,2p- 1 . 6 ~  - 
1.2 y .  - 1 . 0 2 ~  e t  a u - d e s s o u s  d e  0 , 8 5 f  Nous n o u s  s o m m s  
a t t a c h é s  p a r t i c u l i è r e m e n t  à l ' é t u d e  d e  deux  l o n g u e u r s  
d ' o n d e s  )) = 0,7 e t  A = 10 r q u i  d o n n e n t  deux  c a s  
t y p i q u e s  e x t r ê m e s .  

A 0,7 comme a u x  p l u s  c o u r t e s  l o n g u e u r s  d ' o n d e  
l ' a b s o r p t i o r  p r o p r e  d e  l ' e a u  e s t  p r a t i q u e m e n t  n i i g l i g o o -  
ble, C e  c a s ,  p o u r  L e q u e l  l e  r a p p o r t  r/)+ e s t  t r è s  g r a n d  
p o s e  b e a u c o u p  d e  p r o b l è m e s  num6ric;ue.s e t  d e ' c e  f a i t  c o n s -  
t i t u e  un  e x c e l l e n t  t e s t  q u i  n o u s  a o b l i g é  à a p p o r t e r  p l u -  
s i e u r s  a m é l i o r a t i o n s  p r a t i q u e s  d a n s  n o s  c a l c u l s .  

= l a  e s t  s i t u é e  d a n s  l ' i n f r a r o u g e  moyen. A ce&- 
t e  l o n g u e u r  d ' o n d e  l ' a b s o r p t i o n  p r o p r e  du  n u a g e  est i m -  
p o r t a n t e  e t  l ' é m i s s i o n  p r o p r e  du n u a g e  e s t  à s, n  maximum 
vu l e s  t e m p é r a t u r e s  a t m o s p h é r i q u e s ,  Le r a y o n n e m e n t  s o l a i i -  
r e  e s t  f a i b l e  à ,\ = 10 . 

D. D E I R M E N D d I A N  n o u s  d o n n e  d a n s  s o n  r a p p o r t  d e  l e  
  and C o r p o r a t i o n  d e  J u i l l e t  1962 u n e  p a r t i e  d e s  d o n n e e s  
o p t i q u e s  n é c e s s a i r e s  a u  t r a i t e m e n t  d e s  cas  p r é c i t é s .  

Nous p r e n d r a n s  p o u r  l ' e a u  un i n d i c e  m = 1,33 à 
= 0 . 7 ~  e t  m = 1 , 2 1 2  - 01116,Q i à h = 1 0 p  , d o n n é e s  c i t é e s  
é g a l e m e n t  p a r  D,  D E I R M E N D ~ I A N .  







C H A P I T R E  II 

E t u d e  d e  l a  F o n c t i o n  d e  g i f f u s i o n  



Dans c e  c h a p i t r e  n o u s  a l l o n s  é t u d i e r  l e  t r a n s f e r t  
d e  r a y o n n e m e n t  d a n s  un n u a g e .  Dans u n e  l a r g e  b a n d e  d e  
l o n g u e u r  d ' o n d e ,  v i s i b l e  e t  p r o c h e  i n f r a r o u g e ,  l a  d i f -  
f u s i o n  du  r a y o n n e m e n t  s o J a i r e  p a r  l e s  g o u t t e s  d ' e a u  
c o n s t i t u a n t  l e  n u a g e  s e r a  l e  s e u l  phénomène d o n t  n o u s  
t i e n d m n s  c o m p t e  ; B p a r t i r  d e  = 4 y e n v i r o n  n o u s  de-  
v r o n s  i n t r o d u i r e  e n  p l u s  l e  phénomène d  ' é m i s s i o n  p r o p r e  
d u  n u a g e  q u i  d e v i e n d r a  r a p i d e m e n t  p r é p o n d é r a n t .  Nous 
u t i l i s e r o n s  d a n s  c e t t e  é t u d e  d e u x  n o t i o n s  c e l l e U d ' a l b e -  
d o  p o u r  une  d i f f u s i o n 1 '  e t  c e l l e  d e  f o n c t i o n  d e  d i f f u -  
S ~ O R .  

1 - D E F I N I T I O N  D E  "L'ALBEDO P O U R  UNE DIFFUSIONZ 
I 1 -- 

S o i t  un  f l u x  c$ d e  r a y o n - -  
- -t nernent  monochrornat iqÙe s e  p r o p a d  

z+ d %  g e a n t  p a r  o n d e  p l a n e  e t  t o m b a n t  ,';,?$ - p e r p e n d i c u l a i r e m e n t  s u r  u n e  t r a r ~ = " ~  
c h e  d t é p a i s s e u r  dx d u  m i - l i e u  ab-  
s o r b a n t ,  A l a  s o r t i e  l e  f - u x  c ~ ; ,  

A d e v e n u  @-t-dGr . hL , - . . ,  ,\5 '/'q 
$.br..J 
q u e  n o u s  é c r i r o n s  S. c ! , & = % +  a%+ J 411, 
3 %  - .  9 . 4% e s t  l e  f l u x  p e r d u  p a r  a b s o r p -  ;?g 

t i o n  ' f .  , 
,J rE;r-,- A , @  43'. es% l e  f l u x  p e r d u  p a r  d i f f u -  

s i o n  ; 
n o u s  a u r o n s  d o n c  d@:-(p.rb)  P. d r  = - K.8 -3.r 

Nous appellera n s  p c o e f f i c i e n t  d ' a b s o r p t i o n  
p r o p r e  1 

4 c o e f f i c i e n t  d e  d i f f u s i o n ,  
~ ~ ~ 3 . '  6 c o e f f i c i e n t  d t a b s o r p t i i o n  

t o t a h . .  
Nous a p p e l l e r o n s  " a l b e d o  p o u r  une  d i f f u s i o n "  l e  

r a p p o r t  
k =  k - = W Q  
K k +fi 
Dans l a  s u i t e  d e  l ' e x p o s é  c e t  " a l b é d o  p o u r  u n e  d i f -  

f u s i o n "  s e r a  t o u j o u r s  a p p e l é  U - 7 6  
$ :l 

z ~ ; ~ : . ,  I I  - P F ~ N  DE DIFFUSION - .  " rsp 

wf*- - < 
D é f i n i t i o n  p o u r  u n e  q o u t t o  

L ' i n t e n s i t é  d i f f u s é e  p a r  
u n e  p a r t i c u l e  s p h é r i q u e  s e c e -  
van t  l l é c l c i r m e n t  E d ' u n e  d i -  
r e c t i o n  3, r 



d a n s  u n e  d i r e c t i o n  3 f a i s a n t  l ' a n g l e  B a v e c  d e s t  : 
1 ( € 3 )  = E x f ( @ , a i ~ , X  ) f e s t  l a  f o n c t i o n  d e  ~ f f u s i o n  
d é p e n d a n t  d e  B ,  d e  l a  l o n g u e u r  d i o n d e  d u  r a y o n n e m e n t ,  
d u  d i a m è t r e  a  e t  d e   indice m d e  l a  g o u t t e .  Nous  a p p e l - .  
l e r o n s  i n d i c a t r i c e  d e  d i f f u s i o n  le d i a g r a m m e  f ( e ) ,  
C e t t e  f o n c t i o n  e s t  d é f i n i e  r i g o u r e u s e m e n t  p a r  l a  t h é o r i e  
d e  M k  L3-J . 

- L é f i n i t i o n  p o u r  un  n u a q e  

Nous c a n s i d è r o n s  q u e  l e s  g o u t t e s  f o r m a n t  l e  n u a g e  
s o n t  r é p a r t i e s  a u  h a s a r d ,  a g i t é e s  d e  mouvement L r r é g u ;  
l i e r 6  e t  s u f f i s a m m e n t  é l o i g n é e s  l e s  u n e s  d e s  a u t r e s  p o u r  
q u e  l a  d i f f u s i o n  p a r  l e s  d i f f é r e n t e s  g o u t t e s  s o i *  i n d é -  
p e n d a n t e .  D e  ce f a i t  n o u s  p o u v o n s  a d d i t i o n n e r  les i n t e n - -  
s i t é s  d i f f u s é e s  p a r  les d i f f , r e n t e s  p a r t i c u l e s .  Un élé- 
m s n t  d e  v o l u m e  d v  q u i  c o n t i e n t  M p a r t i c u l e s  i d e n t i q u e s  
p a r  u n i t é  d e  v o l u m e  d i f f u s e  u n e  i n t e n s i t é  

S i  d a n s  l ' é l é m e n t  d e  v o l u m e  il y a  d i v e r s  t y p e s  d e  
g o u t t e s  l e  n o m b r e  d e  g o u t t e s  d e  l ' e s p è c e  i é t a n t  N i  n a u s  
a u r o n s  

En l u m i è r e  m o n o c h r o m a t i q u e  e t  à l ' é c h e l l e  m n c r a s -  
c o p i q u e  n o u s  d é f i n i r o n s  d o n c  u n e  f o n c t i o n  d e  d i f f u s i o n  

Si f ( Q )  e s t  i n d é p e n d a n t e  d e  Q Ici d i f f u s i o n , . g s t  
8 -,.-, 

d i t e  i s o t r o p e .  . .  

I I I  - E T U D F  D E  LA FONCTION L U I F F U S I O N  

Nous p a r l e r o n s  d a n s  ce p a r a g r a p h e  d e  la r e p r é s e n - -  
t a t i o n  m a t h é m a t i q u e  d e  l a  f o n c t i o n  d e  d i f f u s i o n  p o u r  
u n e  g o u t t e  d ' e a u ,  é t u d e  q u e  n o u s  é t e n d r o n s  e n s u i t e  a u  
n u a 9 e .  

- E t u d e  p o u r  u n e  q o u t t e  d ' e a u  

 osons & ( B I =  . . K .  (8)  ri 4n 
/p (e )  e s t  l a  f o n c t i o n  d e  p h a s e ,  O n  p e u t  d é m o n t r e r  q u ' a v e c  



Dans  l e  c a s  d e  l a  d i f f u s i o n  i s o t r o p e  = 1. p o u r  l a  
s u i t e  d e s  c a l c u l s  la f o r m e  m a t h é m a t i q u e  la, p l u s  a v a n t a -  
g e u s e  d e  l a  f o n c t i o n  d e  p h a s e  e s t  u n  d é v e l o p p e m e n t  e n  
s é r i e  d e  p o l y n o r n e s  d e  L E G E N D R E .  - LI 

l ' u t i l i t é  d e  c e  d é v e l o p p e m e n t  a p p a r a î t r a  d a n s  l a  s u i t e  
d e  l ' e x p o s é  ( v o i r  C h a p i t r e  I I I ) ,  

Il n o u s  r e s t e  d o n c  à c a l c u l e r  l e s  Fe . C e s  c o e f -  
f i c i e n t s  p e u v e n t  ê t r e  e x p r i m é s  e x a c t e m e n t  à p a r t i r  d e s  
c o e f f i c i e n t s  c l a s s i q u e s  A R  e t  d e  l a  t h é o r i e  d e  M I E .  
Ce c a l c u l  a  été f a i t  p a r  M .  H E R M A N  q u i  t r o u v e  

~ = 2 . n p / b  e s t  l e  p a r a m è t r ~  c l a s s i q u e  d e  
MIE 

r = r a y o n  d e  l a  g o u t t a r ,  
A =  l o n g u e u r  d i o n d e ,  

(2,141 o ù  TI pz Fb) e s t  l e  c o e f f i c i e n t  
d e  d i f f u s i o n  d e  GZXQ-K = T T - ~ ~ . G ~  ) 

me= q u a n t i t é  d é f i n i e  à p a r t i r  d e s  c o s f f i c i e n t s  
d e  M I E ,  b 
= fe 1 a t n ,  h )  b ! i , k ) .  ( L +  6~0)-'. WL, 



Re e t  I m  d é s i g n e n t  r e s p e c t i v e m e n t  l e s  p a r t i e 6  réel-  
l e s  e t  i m a g i n a i r e s  d e s  q u a n t i t é s  c o m p l e x e s  

Ces  c a l c u l s  o n t  é t é  p rogrammés  a u  L a b o r a t o i r e  d e  
C a l c u l  Numér ique  d e  L I L L E  e t  s o n t  e n  c o u r s  d ' e x p l o i t a -  
t i o n  p o u r  l e s  c a s  q u i  n o u s  i n t é r e s s e n t  d a n s  c e  p r o b l è -  
m e .  

- E t u d e '  p o u r  un n u a q e  

Nous a v o n s  vu p r é c é d e m m e n t  q u e  p o u r  l e  t y p e  d e  n u a -  
ge c h o i s i  l a  g r a n u l o m é t r i e  e s t  d o n n é e  p a r  l a  f o r m u l e  
( 1 ,  2 )  

En p o s a n t  o( = 2 T P/A n o u s  a v o n s  p o u r  N = 
1 0 0  g o u t t e s / c m 3  , -  . I .. 

-1,s. 3 X (2,231 h(a< ) = Z1%'13. - . . - 
277 t 

Nous a l l o n s  u t i l i s e r  u n e  g r a n u l o m é t r i e  c o r r i g é e  n ' (A)  
e n  t e n a n t  c o m p t e  d e  l a  s e c t i o n  e f f i c a c e  d e  d i f f u s i o n ,  

C e t t e  s e c t i o n  e f f i c a c e  d e  d i f f u s i o n  t i e n t  c o m p t e  d e  
l ' i m p o r t a n c e  r e l a t i v e  d e s  i n t e n s i t é s  d i f f u s é e s  p a r  d e s  
g a u t t e s  v o i s i n e s  d e  r a y o n s  d i f f é r e n t s ,  

P o u r  u n e  g o u t t e  d e  r a y o n  r r e c e v a n t  l ' é c l a i r e m e n t  
E l l i n t e n s i t é  d i f f u s é e  e s t  

3 r t R r 1 é t a n t  l e  " c o e f f i c i e n t  d e  d i f f u s i o n  d e  MIE" p o u r  l a  1 
g o u t t e  d e  r a y o n  r ,  

Dans  un n u a g e  où  n o u s  a v o n s  une g r a n u l o m é t r i e  n (r), 
p o u r  un  é l é m e n t  d e  volume u n i t é  n o u s  a u r o n s  : 1 

c e  qui s t é c r i t  a v e c  d i  ZV' /A  d 



- 
m 6). car T U ) .  &d' .t*\.dd.Ep,( i 

4n 4 nL. CIC O 
Nous v o u l o n s  é c r i r e  c e t t e  f o r m u l e  sous l a  fo rme  

rrb 

3 ~ ~ 1 ,  -EL. R. 2 /3, . f ' e ( ~ ~ 5 e )  
437 et 0 

a- 

(2,213) où l e  c o e f f i c i e n t  de d i f f u s i o n  k v a u t  

dans c e  c a s  n o u s  a u r a n s  

(2,301 p o s o n s  I \ ' [ ~ \ ~ ~ ~ c ~ I . T T A \  i 

nous o b t i e n d r o n s  

donc p o u r  l e  nuage e n  c o m p a r a n t  ( 2 , 2 7 )  et ( 2 , 3 1 )  

N O U S  r e m p l a c e r o n s  l t i n t i  grale J T ~  tC.d)./$eC*/. d g  
p a r  une  somme f i n i e  

I 

a v e c  



' ' - -  ' . L . I  I L  . , - f - -\ 
, ? 

l 

Nous  p o u r r o n s  c a l c u l e r  n'cd;) â p a r t i r  d e  l a  f o r m u l a  ' . 
(2,23) e t  a v e c  les t a b l e s  d e  f i  (%, A L )  
à p a r t i r  d e s  f o r m u l e s  c i - d e s s u s  a u  s e r v i c e  d e  c a l c u l  nu- . '  , 

r n é r i q u e  nous  p o u v o n s  c a l c u l e r  l e s P d  c o r r L s p 2 n d ; - n t s  n u  
suagi: ct à l a  I t lnkh.ur !'ù,,cltj' c h o i s i s ,  

, . 

I V  - RESULTATS OBTENUS - C a l c u l  d e s  /5 e d u  n u a g e  t y p e  
p a u r  k s  h c h o i s i s  1 0  p e t  
as7 

- p o u r  h = 10 u e a u  a b s o r b a n t e  
T 

Nous a v o n s  d o n c  p r i s  corn 

ce q u i  c o r r e s p o n d  p o u r  A =  10 

a u t o u r  d e  dm '. En f a i s a n t  v a r i e r  
l a  f o r m u l e  ( 2 , 3 8 )  n o u s  a v o n s  o b t e n u  

d a n s  l e  c h a p i t r e  IV. ~ e s / i 3 &  n o u s  o n t  
l ' i n d i c a t r i c e  de d i f f  u s i o n , f i g  ( 3 ) ,  

- p o u r  = Os? id 
I 

v a l e u r s  d e s  ,434 j u s q u r à  & =  %O0 
c e s F e  nous  m o n t r e n t  q u e  p o u r  d é f i n i  

r o n s  d a n s  l a  s u i t e  d e  l r s x p o s é ,  Comme 
n o n s  d a n s  l e  t a b l e a u  ( 5 )  l e s  
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p l o y e r ,  p o u r  e n f i n  d é t u i l l e r  l a  m é t h o d e  q u e  n o u s  a v o n s  - 
c h o i s i e .  

1) EQUATION DE TRANSFERT POUR UN RAYONKFMENT MONOCHROMATIQUF FT 
C O N D I T I O N S  L I M I T E S  



c e  q u i  donne  l ' é q u a t i o n  g g n é r a l e  d e  t r n n s f 2 r t  

é q u a t i o n  v a l a b l e  0n r a y o n n e m e n t  m o n o c h r o m a t i q u c .  

Dans  l e  p r o b l è m e  q u i  n o u s  i n t é r e s s e ,  n o u s  s e r o n s  
a m e n é s  à n o u s  s e r v i r  d u  f l u x  à t r a v e r s  u n  é l é m e n t  d e  

-.L. s u r f a c e  ; s i  (2, n )  e s t  l ' a n g l e  e n t r e  -$et l a  normaim 
4 n à l a  s u r f a c e ,  n o u s  a u r o n s  : 

(3,7) F = J -cZ~,X?. 7 ( 2 ) . d u  - 
e s p a c e  

Ç x p r e s s i o n  d e  l a  F o n c t i o n  s o u r c e  * 

Le m i l i e u  s u p p o s é  thornogène e s t  c a r a c t é r i s é  en un -* p o i n t  q u e l c o n q u e  M p a r  K ,  W i e t  
4 

, ( S I )  ( d é f i n i s  a u  
c h a p i t r e  I I )  (8 s') d é s i g n a n t  a n g l e  d e  d i f f u s i o n  
8 , e n t r e  l e s  d e u x  d i r e c t i o n s  2, 3 .  

Nous a l l o n s  e x p r i m e r  3 (M, 3) d a n s  l e  c a s  d ' u n  
m i l i e u  d i f f u s a n t  : 

l ' é l é m e n t  d e  v o l u m e  d r d s  r e s o i t  d l u n e  d i r e c t i o n  q u e l -  
5 c o n q u e 3 '  u n  é c l a i r e m e n t  I (M, s ' )  d  w '  e t  d i f f u s e  

vers 'tP 
--t- u n e  i n t e n s i t é  1 (M, s 1  ) d u p .  Kf.fl)..mo(LZ) . T ( M , ~ ~ T ) .  d ~ . d s .  

f l u x  d i f f u s é  d a n s  d~ 4lT I 

-(3,8) 4 diz== K[d .mo( - t i  . J " ( ~ ~ 7 9 ) . , p ( ~ , & ~ ~ ) .  d ~ u ! d ~ . h . d u  . 
4 n 

Mous a u r o n s  donc  p o u r  l e  f l u x  d i f f u s é  p a r  t o u t e s  
l e s  d i r e c t i o n s  Tt 

--ir - PZ= K - w o . d 4 . d s . d w  471 e s p e c ~  T C M , ; ~ ~ ) . / P ( A ~ ~ ' ) . & J J '  

Nous a u r o n s  d o n c  l a  f o n c t i o n  s o u r c e  : 

5i on c o n s i d è r e  1 comme l a  l u m i n a n c e  du  s e u l  
r a y o n n e m e n t  d i f f u s &  e n  t r à i t a n t  s é p a r é m e n t  l e  r a y o n n e -  
men t  d i r e c t e m e n t  t r a n s m i s  d e s  ~ o u r c e s ~ l e s  s o u r c e s  s~ 
( i n t é r i e u r e s  o u  e x t é r i e u r e s  a u  m i l i e u ' )  p r o d u i s a n t  un 



é c l a i r  
un  f l u  

,emen t 
x d i f f  

\ I-) 

M d a n s  l a  d i r e c t i o n  AL d o n n e r a n  
La d i r e c t i o n  * 

LE f l u x  t o t a l  s e r a  @&+- &; e t  on  a u r a  f i n a -  
- 
f o n c  t i o  ln s o u r c e  

.J ' 1 -  / -  A \ .  j - J b - i -  ' 
4 b . f  Ml.#e[--r/ 

Jacp?. 4n S Q U , - L ~ % ~  . \ *r * 
& s q u l à  p r é s e n t  n o u s  z v o n s  n é g L i g 6  le phénomène .:~b 

- .. - 
d 1 6 m i s s i o n  t h e r m i q u e  d e  l ' é l é m e n t  d e  vo lume ,  Nous SUD-  !J. :. 

d' !.' c o e f f i c i e n t  d ' a b s o r p t i o n  p r o p r e  du  m i l i e u  n o u s  p o u r r o n s  
é c r i r e  q u e  l e  f l u x  gag&%-dans un é l é m m t  d'angle s o l i d g  

- 1  ,n- s e r a  .-.CS' ;j 
I' i - f-, . - ,T 

-4 

~ k ( m b t a n t  l a  l u m i n a n c e  é n e r g G t i q u e  du  c o r p s  n o i r  
t e m p é r a t u r e  T du p o i n t  M. 

C e l a  n o u s  d o ~ n e r a  l a  n o u v e l l e  f o n c t i o n  s o u r c e  

? I l , , , > '  . -', \ " :/;?;v 
- 8 . -  . q r , ,  . , , # ,  .*- !.n,b-7kd 

Nous é c r i r o n s  f i n a l e m e n t  l a  f o n c t i o n  s o u r c e  s o u s  
l a  f o r m e  : 1 

$5 
e n  r e p o r t a n t  c e t t e  e x p r e s s i o n  d a n s  l a  f o r m u l e  \ 3 ; 6 ) - . . - - -  

t i o n  d e  t r a n s f e r t  s o u s  l a  f o r m e  a u i  n o u s 1  



I 

f ) & a u a t i o n  d e  t r a n s f e r t  p o u r  un n u a a e  

Nous n ' i n t r o d u i r o n s  p a s  i c i  l e  t e r m e  dd  à l ' é m i s -  
s i o n  : l e  t r a i t e m e n t  d e  c e  t e r m .  f e r a  l ' . o b j e t  d ' u n  p a r a -  
g r a p h e  p a r t i c u l i e r  d a n s  l a  s u i t e  d e  l ' e x p o s é .  

Nous a l l o n s  d ' a b o r d  é c r i r e  l ' é c l u a t i o n  , d e  t r a n s f e r t  
e n  p r , é c i s a n t  l e s  v a r i a b l e s ,  

Comme n o u s  c o n s i d é r o n s  q u e  l e  m i l i e u  e s t  l i m i t é  
p a r  d e u x  p l a n s  p a r a l l è l e s ,  n o u s  r e p è r e r o n s  d o n c  u n  p o i n t  
M d a n s  c e  m i l i e u  u n i q u e m e n t  p o r  s o n  a l t i t u d e  z .  Une d i -  
r e c t i o n  ? s e r s  r e p 6 r é e  p a r  l ' i i z i m u t h  e t  p a r  l e  c o s i -  
mus d e  l a  c o l a t i t u d e  

\ \ \.Pa ry,,y P = = O S  

", "! 
' 
,' .--,-, /' O& 

/ ' 
/ ,#, 

d 4 5 . 9  : ,& , 
& , , d..d #. / . ' , d ,  0,; .'&' ., 4 , * ' .  , , , / ' /  
,/ , ; 0 * , 4  / ,', . 4 / // /, , / ,'. =ddP 

'g- 

1 

é p a i s s e u r  o p t i q u e  d e  
( Z - ' k ) . ' D ~ n c  JE;? - K ( % ) . d - +  - 

( 3 , 1 7 1  Zz= ), k c k ) . d j ,  é p a i s s e u r  o p t i q u e  t o -  
t a l e  ( n o t a  : s i  l e  m i l i e u  e s t  homogène K ( 2 )  = C o n s t a n -  
t e l .  : I 

Wd ai T[z,i;') s o n t  S U ~ ~ O S ~ S  i n d é p e n d a n t s  d e  z .  

S u p p o s o n s  l e  m i l i e u  é c l a i r é  p a r  u n  f a i s c e a u  p a r a l -  - 
l è l e  d e  d i r e c t i o n  Je ( <pQ )So:kir F l ' é c l a i r e m e n t  p r o - '  
d u i t  p a r  l e  f a i s c e a u  s u r  un  p l a n  p e r p c n d i e u l a i r e  à l a  
d i r e c t i o n  1: C P Q ]  %) A L e  f a i s c e a u  é c l a i r e  l a  f a c e  s u -  
p é r i e u r e  du n u a g e  e t  on a d m e t  q u ' i l  n ' e s t  p a s  r g f r a c t é .  

R e p r e n o n s  l t é q u a t i o n  d e  t r a n s f e r t  

( 3 , 1 0 1  . i .rc~,J)=- - ci(ml 1;Jp 4?1 l e s r .  [ ~ r m , : m ' ~ Z . p [  



L ' q u a t i o n  d e  t r a n s f e r t  s ' é c r i r a  m a i n t e n a n t  
3 

...-.........II...-.---.---- ----...._ --"" " 

(3,191 1 (G-J~-SI = ~ t t , ~ , v ) -  c ~ s  ic r ,  p;ul l .  ~ ~ p , ~ ; p ; q ~ ) . d ~ ~ . c i ~  j 
A c  

.Cd-%. . . 

+ -.." Q . T F .  pcp, qi pa,y.: : &zyPo\ 
--. --.-........-..-..--.-.-- .......... -- . .  . -- " ....... ": 

TE ez)s é t a n t  l ' é c l a i r e m e n t  du f a i s c e a u  t r a n s m i s  à l a  
p r o f o n d e u r  z .  I 
2 )  E x p r e s s i o n  d e s  c o n d i t i o n s  l i m i t e s  

Les  c o n d i t i o n s  l i m i t e s  s e r o n t  d o n n é e s  p a r  l e  r a y o n -  
n e m e n t  d i f f u s  r e ç u  p a r  l e  n u a g e  s u r  s a  f a c e  s u p é r i e u r e  
e t  s u r  s a  f a c e  i n f é r i e u r e ,  s e u l  l e  r a y o n n e m e n t  s o l a i r c  
d i r e c t  s e r a  i n c l u s  d a n s  l a  f o n c t i o n  s o u r c e .  

Nous a p p e l l e r o n s  rL Crl 'P 1 l a  l u i n i n a n c e  r e ç u e  p a r  
l a  f a c e  s u p é r i e u r e  j 

1 'Q l a  l u m i n a n c e  r e ç u e  p a r  
R Pr J l a  f a c e  i n f é r i e u r e  q u i  

s e r a  l e  r a y o n n e m e n t  é-  
m i s  ou r é f l é c h i  p a r  l c  
s o l .  

Ces  l u m i n a n c e s  s e r o n t  d o n n é e s  p a r  l ' e x p é r i e n c e ,  

Dans  l e s  e x e m p l e s  d e  c a l c u l s  q u i  s u i v e n t ,  n o u s  a -  
v o n s  p r i s  

l e s  p r o g r a m m e s  d e  c a l c u l  p r é v o y a n t  l ' i n t r o d u c t i o n  d e  
c o n d i t i o n s  l i m i t e s  n o n  n u l l e s ;  l a  m o d i f i c a t i o n  à a p p o r -  
t e r  e s t  d ' a i l l e u r s  min ime  comme n o u s  l e  v e r r o n s  d a n s  le 
d e t a i l  d e s  c a l c u l s .  

I I )  NETHODES FT TRAVAUX A N T E R I E U J  

L ' é q u a t i o n  d e  t r a n s f e r t  q u e  n o u s  v e n o n s  d ' é t a b l i r  
a  été t r a i t é e  d e  p l u s i e u r s  f a ç o n s ,  m a i s  l a  p l u p a r t  des 
t r a v a u x  o n t  é t é  c o n s a c r é s  à l a  d i f f u s i o n  i s o t r o p e ,  ou 
à d e s  l o i s  d e  d i f f u s i o n  r e l a t i v e m e n t  s i m p l e s ,  Nous n e  
p r é t e n d o n s  p a s  d o n n e r - i c i  u n e  r e v u e  c o m p l k t e  d e  ces t r a -  
v a u x ,  m a i s  n o u s  p r é f é r o n s  d o n n e r  q u e l q u e s  d é t a i l s  s r J - ' .  l e s  m é t h o d e s  q u e  n o u s  a v o n s  é t u d i é e s ,  e n  e ç s a y a n t . d e  
j u s t i f i e r  l e  c h o i x  f i n a l  q u e  n o u s  a v o n s  f a i t  de l a  m é -  
t h o d e  d e s  h a r m o n i q u e s  s p h é r i q u e s .  f o u t e s  c e s  m é t h o d e s  



o n t  un p o i n t  commun d e  d é p a r t  ; e l h s  s u p p o s e n & - t u s e  ex- 
p r e s s i o n  m a t h é m a t i q u e  d e  l a  f o n c t i o n  d e  d i f f u s i o n  p e r -  
m e t t a n t  u n  d é v e l o p p e m e n t  d e  l a  s o l u t i o n  e n  f o n c t i o n  d e  
l f a z i m u t h .  

1) D é v e l o p p e m e n t  e n  f o n c t i o n  d e  l f a z i m u t h  

Nous  a v o n s  vu d a n s  l e  c h a p i t r e  I I  q u e  n o u s  a v i o n s  
d é v e l o p p é  s o u s  f o r m e  d e  somme d e  p o l y n o m e s  d e  LEGENDRE? 
l f i n d i c a t r i c e  d e  d i f f u s i o n  + C e )  o u  

T 

l e  d é v e l o p p e m e n t  e t o n t  l i m i t é  à L termes l o r s q u e  l e s  
s u i v a n t s  s o n t  n é g l i g e a b l e s ,  a v e c  

C) e s t  l ' a n g l e  e n t r e  l e s  d i r e c t i o n s  ( p, (Q ) e t  
p )  ) ; on  p e u t  d o n c  u t i l i s e r  l e  t h e o r è m e  d t a d d i -  
t i o  d e s  f o n c t i o n s  d e  LEGENDRE 

a v e c  ~ Q A  = cf, A Z ~  A, G Q 

(3,241 - -  

e s t  l e  p o l y n o m e  d e  LEGENDRE d ' o r d r e  1. 

Nous  a u r o n s  a l o r s l e n  i n v e r s a n t  l ' o r d r e  d e s  som- 
m a t i o n s , l n  f o n c t i o n  d e  p h a s e  



ce d 
r e p o  
( 3 3 ,  
f o r m  

1 

D é v e l o p p o n s  m a i n t e n a n t  C z i y t  P} e n  s é r i e  d e  ~ o s ~ ( p - ' P o )  

é v e l o p p e m e n t  s e  l i m i t e  à L termes c a r  l o r s q u e  l ' o n  
r t e  l e s  e x p r e s s i o n s  ( 3 ,  25 - 2 6 )  d a n s  l ' é q u a t i o n  

1 9  ) n o u s  a v o n s  d e s  i n t E g r a t i o n s  s u r  / d e  l a  
e 

1 

. A -  n-- ( Y-% ).c!w - l 
s i  : W I . $ ~  i n t é g r a l e  = O 

i n t é g r a l e  = 2 ~ 7  

s i  : Cr z d  #-(=, i n t é g r a l e  = Tf U S  dC(P-ya) 

rr) 
Donc l t  é q u a t i o n  d e  t r a n s f e r t  s ' é c r i r a  

39 ~ m d ( < P -  y,,) C - ~ C L P - < P Q )  = 5~ x4' r 
2, A z y  

- ET F. c z/& 2 AS (%-)rd) c + ~ ( ~ - ~ o )  
k - P = A  

Comme l ' e n s e m b l e  d e s  cos s ( 9 - va) f o r m e  u n  
e n s e m b l e  c o m p l e t ,  c e t t e  é q u a t i o n  s e  d E c o m p o s e  e n  ( L  + 1) 
é q u a t i o n s  d e  l a  f o r m e  7 

x4% w L -  rd:c,p~- 3, F. e l ~ a z  p,. P ~ ~ ~ ; . P ~ ( , U , . :  P - - d. 2 =P =A 

En e f f e t  p0u . r  -474 c e s  é q u a t i o n s  s t é c r i v e a t  

q u i  i n t é g r é e s  d o n n e n t  



. cc. -. ii 
GL.L,-: 

- - 7 - f l  o n  s u p p o s e r a  q u e  l e s  c o n d i t i o n s  l i m i t e s  s o n t  t e l l e s  q u e  . - ~ ~ ~ , ï *  

i 
, .;; 

I d ( o  , u.c.) E D  8 .  

1 
-- 8 

( 3 , 3 2 1  
; - U 
3 

.' 1 
- -4 

, .t . 
8 .  C ' e s t  à p a r t i r  d e s  ( L  + 1 )  é q u a t i o n s  ( 3 . 2 9 )  q u e  

n o u s  e x p o s e r o n s  p l u s i e u r s  d e s  m é t h o d e s  q u i  s u i v e n t ,  - L . L.~ 

L ?  

2 )  Methode  d e s  o r d o n n é e s  d i s c r è t e s  d e  CHANDRASEKHAR r ~ ]  ,'. -7 
f A -3 
LlV.4 

Nous a l l o n s  r é s o u d r e  c h a c u n e  d e s  é q u a t i o n s  (3 .29)  
e n  r e m p l a ç a n t  l ' i n t é g r a l e  p a r  u n e  somme f i n i e  e n  em- 
p l o y a n t  l a  f o r m u l e  d e  q u a d r a t u r e  d e  GAUSS 

\ 

t a  'P 

i, #- ip )d ) J  = x !(Y*) 
- -- 4-.. < -.--. 

$=- P 
I - 8.- - -d II 

4 

1 
7 ,  - - a_< 

les é t a n t  les z é r o s  du  p o l y n o m e  d e  LEGENDRE <p(pj "' 
, +4  



Pour  t e n i r  compte de  t o u s  l e s  t e rmes  du développe-  
ment d e  T C & )  il f a u t  que  4 ? - 5  .7 Z L 
- S o l u t i o n  du s,ystème hoinosène a s s o c i 6  à (3 ,36)  

Nous c h e r c h e r o n s  d e s  s o l u t i o n s  de l a  forme 

(3 ,371  1 = $'(val 
En p o s a n t  

Q = - a; PA ( ~ J L J  . ~ ~ C / J G )  

nous a u r o n s  en r e p o r t g n t  ( 3 , 3 7 ;  dans  (3 ,361 

En s e  s e r v a n t  du f a i i t  que - . + mu.- 

' - < . i r  . 8 

( 3 ,401  

-- . 
C 

( l e s  f o n c t i o n s  G(/J) u t i l i s é e s  é t a n t  n o r m a l i s é e s )  e t  
en u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  d e  r é c u r r e n c e  d e s  f o n c t i o n s  
de L E G E N D R E  - z -, ,' + -  - . - ,  - u -  ., n . ' I _ :-' 'J 

-" - 1  1 , 

( 3 , 4 1 1  
' P.+& c-xs -" 

/J (4~t .r ) .  ? f ~ y ) = ~ d ) z - ~ 2 . ~ A  (p) +@ 6 ()J) 

nous  p o u r r o n s  d é m o n t i e r  1 a . r e l a t i o n  de r é c u r r e n c e  

p o u r l = s , s + I ,  ..... L 

C e t t e  r e l a t i o n  nous d é f i n i t  l e s  f h p ) a  p a r t i r  
de  .- 

v, -".. . 

-2- 4 y., ,>, ,, 
e t  de  .,.-",-, -7, 

- --3A-.1 = 0 : , , . . - - 1  .& '6, .:-:- ;, :, 

En r e p o r t a n t  ( 3 ¶ 3 9 )  d a n s  (3 .38)  é c r i t  p o u r  *=  s ,  
on p e u t  é c r i r e  l ' é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q t i e  q u i  d é f i n i t  y 



c e t t e  é q u a t i o n  e s t  d e  d e g r é  p en y L a t  d o n n e  2 p 
r a c i n e s  fgP& . 
- S o l u t i o n  particulière du s y s t è m e  c o m p l e t  ( 3 , 3 6  

Nous c h e r c h e r o n s  u n e  s o l u t i o n  p a r t i c u l i è r e  d e  l a  
f o r m e  

P o s o n s  
Y e 

4 Bdq~~,. A ~ ~ J J W I  t 1  Pd i y 0 )  / (3,461 ried= - 
a .  1-z-p 

4 

n a u s  p o u v o n s  é c r i r e  

E n  s e  s e r v a n t  d e  (3,40) e t  d e  (3,411 on  p e u t  d é m o n t r e r  
l a  r e l a t i o n  d e  r é c u r r e n c e  

1 

q u i  e s t  la m ê m e  r e l a t i o n  q u e  p o u r  l e s  3: ; d o n c  

Avec ( 3 $ 4 9 )  l l é q u a t i o n  (3,471 donne 

En p o r t a n t  c e  r é s u l t a t  d a n s  ( 3 * 4 6 )  é c r i t  p o u r  
2 = ,~4 n o u s  avons l l e x p r e s ç i o n  d e  K A  

A 





(AMBARZUMIAN - CHANDRASEKHAR)  QqJ 

c e t t e  m é t h o d e  q u e  n o u s  e x p o s e r o n s  t r è s  s u c c i n t e -  
m e n t  n e  p e r m e t  d e  c a l c u l e r  f a c i l e m e n t  q u e  l e  r a y o n n e -  
m e n é  s o r t a n t  d ' u n e  couchle  d i f f u s a n t e  v e r s  l e  h a u t  e t  
v e r s  l e  b a s  ( m a i s  d ' u n e  f a g o n  e x a c t e ) ,  

Nous  i n t r o d u i r o n s  d e s  f o n c t i o n s  d e  t r a n s m i 8 s i o n  
i e t  d e  r é f l e x i o n  S d E f i n i e s  p a r  

i c i  /J = [ cad 8 1 - 

43- 
1 ,  = I I  - )  = l 1 ( O , + P )  = t I ( z % , - p ) =  
r é f l e x i o n  d e  F j r E f l e x i o n  d e  i r é f l e x i 9 n  d e  F j t r a n m i s s i o n  
e t  d e  I(z~-/J) j I (zI+ Y ) et 1 e t  t ~ a n s m i s s i o n  :de f e t  1 
p a r  CZ&- Z] . t r a n s m i s s i o n  d e  1 (el + p  ) , (2 - pJ ) : d e  F p a r  L z ~ .  pax r ~ 3  :pax  C Z * - Z ~ ,  

L e s  4 p r i n c i p e s  d ' i n v a r i a n c e  s ' e x p r i m e n t  p a r  
e-E / ; + Y  - . s C s + - r ;  7 ;  p., Y,) . F  

4 P 

6 ,  Y *  F -  

3 



- U t i l i s a t i o n  d e s  ~ ~ i n c i p e s  d t i n v e r i a n c e  

On d é r i v e  c e s  q u a t r e  d e r n i è r e s  é q u a t i o n s  p a r  r a p -  
p o r t  à t e t  o n  p a s s e  à l a  l i m i t e  Z = 0 p o u r  (3,55) 
e t  (3 ,58) ,  T = Z5 p o u r  (3,561 e t  (3 ,57) ,  en u t i -  
l i s a n t  l e s  c o n d i t i o n s  l i m i t e s  ( 3 , 2 0 )  s o i t  

En é c r i v a n t  l ' é q u a t i o n  d e  t r a n s f e r t  

nous  p o u r r o n s  é c r i r e  



E n  d é v e l o p p a n t  /p(t>,y;fl'f'k 5, T, e n  f o n c t i o n  d e  l ' a -  
z i m u t h  e t  a p r è s  p l u s l z u r s  t r a n s f o r m a t i o n s  d e s  é q u a t i o n s ,  
n o u s  o b t e n o n s  l a  s o l u t i o n  

.. 3 



m é t h o d e  d e s  h a r m o n i q u e s  s p h E r i q u e s .  

f f i \  p o s o n s  YO'C P 1s X<j-i ) @:(y) = Y ( P) 1 
l e s  é q u a t i o n s  (3,671 e t  (3,681 d e v i e n n e n t  

D a n s  l e  c a s  d e  l a  d i f f u s i o n  i s o t r o p e ,  n o u s  p o s s é -  
d o n s  u n e  t a b l e  d e s  f o n c t i o n s  X ( ) e t  Y ( ) p o u r  
d i f f é r e n t s  -3 c e  q u i  n o u s  a  p e r m i s  d e  f a i r e  d e s  com- 
p a r a i s o n s  a v e c  n o s  c a l c u l s ,  f l l ~ x  

.P 

Avec I ( - Y ) = O  
c o n d i t i o n s  l i m i t e s  

1 ( c l 1 4 p  ) = O  

(3.75) I ' ( O ~ + ~ )  = E . W  4 Q.-p s . . . - - ~ K ( ~ ) . X ( ~ Q ) - Y ( ~ J . Y ~ ~ ~ ) ]  
Pf 

4 )  A u t r e s  m é t h o d e s  

Aux m é t h o d e s  d e s  o r d o n n é e s * d i s c r è t e s  e t  d e s  harmo- 
n i q u e s  s p h é r i q u e s ,  o n  p e u t  r a t t a c h e r  d i v e r s e s  m é t h o d e s  
a p p r o c h é e s  q u i  s e  d i f f é r e n c i e n t  p a r  l e '  c l m i x  d e s  d é v e -  
l o p p e m e n t s  e m p l o y é s  p o u r  1, l e s  m é t h o d e s  d e  r é s o l u t i o n  
d e s  s y s t è m e s  o b t e n u s  ( d i r e c t e m e n t  ou  p a r  i t é r a t i o n ) ,  l e s  
o r d r e s  d î a p p r o x i r n a t i o n  c h a i s i s ,  C i t o n s  d a n s  ce g r o u p e  
l e s  t r a v a u x  d e  FEIGELSON e t  d e  . s e s  c o l l a b a r n t e u i r s  T A  27 r 



29 
:- 2-=Si 

FEIGELSON a  e f f e c t u é  d e s  c a l c u l s  d a n s  l e  c a s  d e  c e r t a i n s  - - 2 . i  *. . #; n u a g e s  e t  R O M A N O V A  s ' e s t  e f f o r c 6  d 7 i n t r o d u i r e  un t r a i t e -  - -$  - -  - 
m e n t  a u s s i  c o r r e c t  q u e  p o s s i b l e  d e s  i n d i c a t r i c e s  à f o r t  
maximum a v a n t .  Nous n o u s  p r o p o s o n s  d e  d i s c u t e r  c e s  t r a -  '- 

v a u x  e t  d ' e f f e c t u e r  q u e l q u e s  c o m p a r a i s o n s  a v e c  n o t r e  mé- 
t h o d e  quand  n o u s  a u r o n s  e b t e n u  d e s  r t i s u l t a t s  p o u r  l a  7 - 
d i f f u s i o n  a n i s o t r o p e .  C i t o n s  G g a l e m e n t  l ' é t u d e  e n t r e p r i -  
s e  p a r  BERTRAM, GEBHART,  HODL e t  &$!JLLER, q u i  e s t  e n c o r e  
a u  s t a d e  p r é l i m i n a i r e .  f.1q-j 

A l a  m é t h o d e  d e s  p r i n c i p e s  d ' i n v a r i a n c e ,  on  p e u t  . - 8  

r a t t a c h e r  l e s  m é t h o d s s  d e  " I n v a r i a n t  Imbodding l l  u t i l i -  
s é s  p a r  BELLMAN e- t  KALABAY-~~EISONDORFER Ka63 , UElJO mz?,, , 

GRANT L 1 8 ]  e t  q u i  r e p o s e n t  s u r  d e s  b a s e s  v o i s i n e s .  WC. - 7  

E l l e s  a b o u t i s s e n t  é g a l e m e n t  à d a s  r E s o l u t i o n s  d t é q u a -  
t i o n s  i n t é g r a l e s  p a r  i t E r a t i o n  n u m b r i q u e ,  q u i  s e  p r & -  i-3 7 ,  : , 3 m  
t e n t  b i e n  2 l ' e x p l o i t a t i o n  s u r  d e s  c a l c u l a t e u r s  p u i s -  
s a n t s ,  Néanmoins  l e u r  e x t e n s i o n  à df2s f o n c t i o n s  d e  d i f -  
f u s i o n  à p l u s i e u r s  t e r m e s  n ' a  p a s  enco. .e  é t é  t e n t é e  e t  
s e m b l e  d i f f i c i l e .  Dans  l e  mdme g r o u p e  n o u s  r a n g e r o n s  
e n c o r e  l a  m é t h o d e  u t i l i a é e  p a r  DAVE Lt9-J p o u r  1s d i f -  
f u s i o n  RAYLEIGH p a r  i t é r a t i o n  n u m é r i q u e  d e  l ' é q u a t i o n  
i n t é g r a l e  q u e  s a t i s f a i t  l a  f o n c t i o n  s o u r c e  e t  q u i  se , 
d é d u i t  f a c i l e m e n t  d e  l ' é q u a t i o n  d e  t r a n s f e r t .  

I I I  - METHODE DES H A R M O N ~ ~ , Q ~ E ~ P $ E , ~ I ~ ; ~ , L J E ~  

( D A V I S O N - d i f f u s i o n d e s  n e u t r o n s )  [401 C2.q 
4 I r  . . . 

- ' - A I /  A ' - '  
R e p r e n o n s  l e s  il + 1 ) - - é q u a t i o n s  i s s u e s  du  d é v e l o p -  

p e m e n t  e n  a z i r n u t h  d e  l ' é q u a t i o n  d e  

( 3 , 2 9 1  
4 C 

No s a l l o n s  d g v e l o p p e r  . l e s  1 % 
A 

e n  s é r i e  d e  f o n c -  - 

t i o n s  Pa Cr} - M" 
-P (3,771 1 (-cl p) = )l (.a?+ 4. A ~ C C ) .  ~ : ( p ] .  

e =A 

2 p - ?  + s ( p  l i m i t é  à l f  o r d r e  N = = nombre  e n t i e ?  -, 
q u e l c o n q u e ) ,  o ù  

I '  



En u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  d e  r E c u r r c n c e  c t  l f o r t h o -  
g o n a l i t é  d e s  f a n c t i o n s  d e  L E G E N D R E  

P( \ C-G)$*)4 mL 
e +d.  LE 

Z, e W- 
e - ? L (  y) ( 3 , 7 9 )  y Pa y =L ' . Pp ( p l  -p---, 

z e  -+ 9 

e t  e n  g r o u p a n t  l e s  t e r m e s  e n  d a n s  ( 3 , 2 9 ) #  oD l g o n  
a  p o r t é  (3.77).  n o u s  a u r o n s  un s y s t è m e  d ' é q u a t i o n s  ~ , o ~ . r  

l e s  R ~ C C )  

o u :  @ = S .  s i . &  3 rn ..... . . .?  N - 
S i  o n  v e u t  t e n i r  c o m p t e  d e s  L t e r m e s  du d c v e l o p p e -  

m e n t  d e T c & )  il f a u d r a  p r e n d r e  P t e l  q u e  2 Y - d - + s  
3 1 .  

Chaque E q u a t i o n  ( 3 . 2 9 )  e s t  d6compooée e n  2 ~ 8 q u a -  
t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  l i n é a i z e s .  

: 8 8 ,  - - , . - _ ,  , "  " ,  .. . 8 , - . " '  ,, 8 =, 8-78 ,, !.ln.,= 
. . . 8 -  8 Z r  

.,, &W5,< - .- ,+,-.- - .i ,:- d-; .,& k-,+* - 4-L. in>.; "& 
- A )  ' s o l u t i o n  q é n F ~ q k * - 3 - 1 ~  "s&èe@é F;omoqene a s s o c i é  
' Y i  

-. ,-.- 
P .  

- 7  , - 8 'c- 
-- # ,  *--L - ,,  On c h e r c h e  une  s o l u t i o n  d e  l a  forme 

. , ' 2 -  mzgw 
d e  ce f o i t  l e s  é q u a t i o n s  ( 3 , 8 1 )  s a n s  s e c o n d  k o m b ~ e  -cf%:* 1 
v i e n n e n t  : 

avec E = s ,  9-1-3 ,  ........ , N . 





Nous  p o u r r o n s  é c r i r e ,  e n  u t i l i s a n t  (3,77) e t  ( 3 , 8 ~ )  

(3.90) J?rl 141 S. F- . e z / ~ o  j" 7 c P 
4 

$Fris 
p .  1-4 q-4.  PA Q*) 

-ï- 

s o i t  auec (3,137) 
A 

LI C 
(3 ,91)  J C Z ,  p )  = me* -C  -- f e  ~ ~ ) [ ~ ~ [ ~ d , - ~  * R J ]  

& = A  - _ .  - " ' - - - , - ,  .L,!V-- 

L P 
, ' ,' - # -  L. .', . 

En i n t E g r a n t  f o r m e l l e m e n t  l t 6 q u a t i o n  d e  t r a n s f e r t  

--cet - z)  Ti 
/ - ~ + ( c % , ~ ) . , e  -_- - L k - c )  

(3,931 Y U ! ' &  1 - W 1 y j  , ,  - 
- . -  

, p.. 
% - - -  L. .. . -c - - - . S . ,  > - 

. , :  y j s 4 ( e , r ) . e  Y . ~ t  
- 8 -:, - - 

,- . - 

8 .  

'.-' - '  " 
C ' - -  

O! 8 :- 
- .---, A A. - - - .,'z -- - 2 

- 
- - . -. - . - , = 8  - ,,: - 8 L z L + l  - LL - .+ , - . . -: , - , ,  "z:,L- - -. Z 

P 
1, = i n t e n s i t E  q u i  r e m o n t e  (y 5 0 )  

1: = i n t e n s i t é  q u i  d e s c e n d  ( < O )  

P 
En u t i l i s a n t  le d é v e l o p p e m e n t  d e J ( 3 , 9 ~ ) ~  d a n s  (3,513) 



OP ~ Z C T ~  , p )  e t  If ( 0 ,  p ) s o n t  d o n n é e s  p a r  l e s  
conditions a u x  l i m i t e s  ; s p r e n a n t  l e s  v a l e u r s  0, 1, 2 
o .  . 

1 

Comme n o u s  l e  v e r r o n s  d a n s  l a  s u i t e  d e  l ' e x p o s é ,  
c e t t e  i t é r a t i o n  a p p o r t e  u n e  n e t t e  a m é l i o r a t i o n  d a n s  l e s  
r é s u l t a t s .  

52 C a l c u l  d u  f l u x  

Nous c a l c u l e r o n s  l e  f l u x  à t r a v e r s  un é l é m e n t  d e  
s u r f a c e  s i t u é  d a n s  un p l a n  h o r i z o n t a l  

Le d é v e l o p p e m e n t  e n  a z i m u t h  (3,26) n o u s  d o n n e  

O r  P = P 1 e s t  un po lynome d e  LEGENDRE 
2.p - c  e 

et Iect, p l =  Z f i o C t ) .  ( z . C + . < I .  p:cp) 
I t p - - g -  ; ? 8 - - -.A 

_ _. _ _  _ : I L -  - - - -  < . . -  - -$ 3-- - 
, y" .' - ,  , - I I C I .  - 8  - , :: .s; 

- r  . - -i II I s r  h 7.- 7 h', . 8 

d e  p a r  l a  p r o p r i é t é  d ~ o r ~ ~ o g o n a l i t 6  d e s  p o l y n o m e s  d e  
LEGENDRE e cr ~ t d ) .  A e ( z ) .  p/cP)*dy, 

s e  r é d u i t  à 
.1, 

( 3 , 9 9 )  . . . . ~ ( Z \ =  '1\ 1 477 A". Cc) 

-l 
Nous a u r o n s  d o n c  l a  f o r m u l e  d é f i n i t i v e  



S i  l ' é m i s s i o n  n ' e s t  p a s  n é g l i g e a b l e ,  l a  f o n c t i o n  
s o u r c e  d e v i e n t  

En f a i s a n t  l e  d é v e l o p p e m e n t  e n  a z i m u t h  d e  l t é q u a -  
t i o n  d e  t r a n s f e r t ,  o n  r e m a r q u e  q u e  ES ( 7 )  n ' i n t e r v i e n t  
q u e  d z n s  l ' é q u a t i o n  ( 3 , 2 9 1  p o u r  s = O q u i  s ' é c r i t  main- 
t e n a n t  

--r A 
74. 

b' L t r .  )ii - (  n -W.) ~(7) - w J + L ~ ~ z ~ ~ ~ ~  
( 3 , 1 0 2 )  c k ~  

2. .. 
.c 

2p--31- ... "." 4 e 
~n p o s a n t  ITr i  pi = 2."- ( 2 .  4 4 . 4 .  f i o c t ) .  Pa c f 4  

Nous a v o n s  une  d é c o m p o s i t i o n  i d e n t i q u e  à ( 3 , 8 1 )  

*, 
' ,  La s o l u t i o n  g é n é r a l e  du  s y s t è m e  homogène a s s o c i é  

r e s t e r a  i n c h a n g é e .  S e u l e  Pa s o l u t i o n  p a r t i c u l i è r e  du 
s y s t è m e  c o m p l e t  s e r a  m o d i f i é e ,  



r m y - O  ,, m m c  c 
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n i u n i 3  
0 p. 3 F ' Y  d- 
rr; m P - r t  
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% a 
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8 0  O (3 0 
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Y 
rt 
P. 
O 
C 
t-' 
P. 
cc' 
Y 
rS 

03 
m 
Y 
m 
a 
m  

b 
(11 

3, 
O 
H 
3 
m 



'7-; i  ;q 
c e  q u i  d o n n e  l e  s y  tème l i n é a i r e  d e  2 8 P é q u a t i o n s  '8 
2 i n c o n n u e s  RO 

Le s y s t è m e  l i . n é a i r e  e s t  i d e n t i q u e  à c e i l u i  o b t e n u  
l o r s q u e  l ' o n  ne  t i e n t  p a s  c o m p t e  d e  l l é r n i s s i o n ,  s e i t .  
(3,861 é c r i t  p o u r  A= o . 

7 )  L a s  p a r t i c u l i e r  W o  -4 
C e  c a s  

s o r p t i o n  p r  
c a l c u l s .  No 

t h é o r i q u e  d ' u n e  c o u c h e  q i f f u s a n t e  s a n s  ab- - \ 
. o p r e  n o u s  o b l i g e  à m o d i f i e r  q u e l q u e  p e u  n o s  
u s  a v o n s  vu q u e  l ' é g u a t i o n  (3 ,84)  n o u s  d o n n e  

h a b i t u e l l e m e n t  2 p r a c i n e s  
; - -Lorsque U' = 4.. u n e  d e s  r a c i n e s  d o u b l e s  ,PAt e s t  

- , n u l l e  p o u r  s = O s o i t  = O. A ces  r a c i n e s  n u l l e s  
c o r r e s p o n d e n t  d e u x  s o l u t i o n s  q u i  s o n t  

ID = c o n s t a n t e  
( 3 1  d l )  

Io = ( q - w o f i d )  75 
3 + P  

c e  q u e  l ' o n  p e u t  v é r i f i e r  d i r e c t e m e n t  d a n s  l ' é q u a t i o n  
homogène a s s o c i é e  à (3,29).  Ces  s o l u t i o n s  c o r  e s p o n d e n t  -e 

.! ' -#-à l a  c o n t r i b u t i o n  s u i v a n t e  d a n s  l e s  termes f i .  
- , \ -  .' 

- I 



i: L ' é q u a t i o n  q u i  d E f i n i r a  l e s  I!, n o n  n u l s  s e r a  . , 
(3, 0 3 )  D a  ( y )  = O ; D ( I/ ) B t a n t  l e  d é t e r m i n e n t  obte-  

n u  à p a r t &  d e  D ( ,Y ) e n  s u p p r i m a n t  l e s  d e u x  p r e m i è r e s  
l i g n e s  e t  l e s  deux  p r e m i è r e s  c o l o n n e s .  C e l a  s e  d é d u i t  a i -  
sr5ment d e  l ' e x a m e n  d e  D ( y ) p o u r  = 12. . 
6) B a i s o n s  du  c h o i x  d e  c e t t e  m é t h o d e  

La p r e m i è r e  r a i s o n  e s t  l a  r e l a t i v e  s o u p l e s s e  d e  l a  
m é t h o d e ,  q u ' i l  e s t  f a c i l e  d ' u t i l i s e r  p o u r  l e s  f o n c t i o n s  
d e  d i f f u s i o n  d e s  n u a g e s .  

La d e u x i è m e  r a i s o n  e s t  d ' o r d r e  p r a t i q u e  ; c a r  n o u s  
v e r r o n s  q u e  Ra mise e n  o e u v r e  nurn6r ïque  d e  c e t t e  métho- 
d e  s ' a c c o r d e  b i e n  a v e c  l e s  s o l u t i o n s  c l a s s i q u e s  o f f e r t e s  
p a r  l e  c a l c u l  n u m é r i q u e  s u r  d e s  c a l c u l a t e u r s  d e  moyenne 
p u i s s a n c e  e t  q u ' e l l e  d o n n e  u n e  p r é c i s i o n  s a t i s f a i s a n t e .  



C H A P I T R E  I V  

Çolcul N u m é r i q u e  



P r i n c i p e  

R a p p e l l o n s  les C q u û t i o n s  ( 3 , 8 3 1  e t  ( 3 , 8 4 )  q u i  l e s  
d é f i n i s s e n t  

eL  l - - - .  - - -  avec  

st D ('y) = o, Io &tant Le déterminant du  systèae ( 4 ; ~  

Pasana h = -F/p st Lcr ivona les é q u a t i o n s  ( 
saue 1s form 

CPS.  CG,] = .I:!A-I 

' 11. étant Xa matrice corrré d'a r d r i  r p 

0 -ut-- 





M a l h e u r e u s e m e n t  l ' a p p l i c a t i o n  d i r e c t e  d e  c e s  a l g o -  
r i t h m e s  t e l s  q u e  n o u s  v e n o n s  d e  l e s  e x p o s e r  n ' a  p a s  don- 
né d e  r t 5 s u l t û t s  s a t i s f a i s a n t s  e t  c ec i  p o u r  d e u x  r a i s o n s  
q u e  n o u s  a l l o n s  e x p o s e r ,  ( N O T E  : c e s  p r e m i e r s  c a l c u l s  
ant ét6 f a i t s  s u r  un  o r d i n a t e u r  "GAMMA T A M B O U R  BULL") .  

Ç a l c u l  d e s  v e c t e u r s  . p r o p r e s  

Nous n o u s  sommes h e u r t 6 s  d ' a b o r d  à une  g r o ç s e  d i f -  
f i c u l t C  : l a  r E c u r r e n c e  q u i  d c f i n i t  l e s  %,,$( JaL) d o n n e  
l i e u  d a n s  l a  p r a t i q u e  à une  p r o p a g a t i o n  d e r r e u r  a b s o -  
l u m e n t  i n a c c e p t a b l e ,  

P o s o n s  5 = v a l e u r  p r o p r e  c a l c u l B e  
- .'i-i3 ','Am X = v a l e u r  p r o p r e  e x a c t e  - . -y  , -  

i = -: e r r e u r  s u r  Ta v a l e u r  p r o p r e  

"A3  g A  CA) = c o m p o s a n t e  du  v e c t e u r  p r a p r e  c a l c u l B e  , = v a l e u r  e x a c t e  d e  c e t t e  c o m p o s a n t e  
= $&1 t̂&- %;'?A) 

A+$- 
= e r r e u r  

9 s u r  la c o m p ~ s a n t e g ~  , 

R e p a r t o n s  c e s  f o r m u l e s  d a n s  (4,9) 

Nous a u r o n s  : fA = O 
L + d 5  6 

I 
l* 

c e s  f o r m u l e s  d é f i n i s s e n t  l a  p r o p a g a t i o n  d ' e r r e u r ,  



>_ _ . C .  S A ,  - < . , - I I  - . - - r , i - 8  - 
* . - *  . . - 

f's, 

Le t e r m e  7 .  8 A-t 3. p e u t  & t r e  c o n s i d 6 r é  comme 
n g g l i g e a b l e  p a r  r a p p o r t  a u x  a u t r e s  t e r m e s  s i  l e s  e r r e u r s  

5 
I ' .  

s u r  l e  c a l c u l  d e s  v a l e u r s  p r o p r e s  n e  s o n t  p a s  t r ~ p  i m p o r -  
t a n t e s ,  Nous a u r o n s  d c  ic comme f o r m u l e  d e  b a s e  c k, :fi ' 9  

- a- 

- 
A4&" 

_I_ 

;$ 
',, $! 

11 e s t  é v i d e n t  qiie l o r s q u e  1 A \  & I n  p r o p a g n t i o n  - ir&& 
-3 d ' e r r e u r  e s t  onorme,  o r  on t r o u v e  q u e  p o u r  s = O ,  Y$ -Y-& - 

<:y>, e s t  e n  v a l e u r  a b s o l u e  i n f é r i e u r  à 1, d o n c  [,A,%i ,-;, 

= 1 ~21 e s t  > I Q  e t  c e c i  d  i a u t a n t  p l u s  q u e  CX3-o e s t  - 

p l u s  v o i s i n  d e  4 * 
1 p a r  e x e m p l e  p o u r  ara = 0.99. 2 p = 1 2  . 1 xPI = 5,7967 

8 -!A 
Ca = 0,95, 2 p - 1 2  9 = 2,6351.. +LG 

. 8 ->qr 
11 n o u s  e s t  a r r i v e  d e  p o u v o i r  met t re  e n  é v i d e n c e  . -, . ih$ 

4 a -'. 
n u m é r i q u e m e n t  l t i r n p o r t a n c e  d e  l a  p r o p a g a t i o n  d ' e r r e u r  

- . a  

me v a l e u r  c a l c u l é e  a l o r s  q u e  l a  v a l e u r  e x % % t e c a l c u l é e  i' ; 
p a r  l a  s u i t e  e s t  d e  l ' o r d r e  d e  40**". , ' ,. 8-,u< :=. $9 

,:;yf 
I 8 , .  

11 e s t  d o n c  a b s o l u m e n t  n é c e s s a i r e  d a n s  ce c a s  d t a -  ,L:T . , - -  3 
m é l i o r e r  l e  p r o c é d 6  e n  a q i s s a n i ;  s u r  d e u x  p o i n t s .  d ' a b o r d  :l3 

s u r  l a  p r ~ c i ç i o n  m ê m e  d e s  v a l e u r s  prapres ,  , .Y 

& 
l o g u e  a u  nBLre .  J 

Nous a v o n s  u t i l i s é  une  ~ 5 t h o d e  employEe  p a r  WILMIN- 
SON p o u r  l e  c a l c u l  d e s  poLynomes d e   LAME^ 237 calcu-1- ana- < ,  

C e t t e  m é t h o d e  q u e  n o u s  a p p e l l e r o n s  Q m é t h o d e  d e   da^^ 
fl b l e  r é c u r r e n c e 1 '  s : a p p u i e  s u r  l e  f a i t  q u e  l e s  s o n t  1 '  

d e s  composan-:es d e  v e c t e u r s  p r o p r e s  e t  q u ' u n  v e c t e u r  p r o -  \Y-  
p r e  e s t  d e f i n i  à u n e  c o n s t a n t e  m u l t i ~ l i c a t ' i - c u u ? ,  b~&, :*! 

'* p a r  & ' f o r m u l e  J 1 ,:,.C 
- -:-A.$ 



L e s  %$ e l e  plLe s o n t  l e s  c o m p o s a n t e s  d ' u n  @ .'' - .  
même v e c t e u r  p r o p r e  d e f i n i  à une  c o n s t a n t e  m u l t i p l i c a -  - 
t : ive '  p r è s ,  en p c r t i ' c u l i k r  iCi' -: 0 . - - - 

Cet t e  m é t h o d e  a l ' a v a n t a g e  d e  l i m i t e r  l a  p r o p a -  

c u l s  s ' e f f e c t u e n t  a v e c  u n e  m a n t i s s e  d e  1 8  c h i f f r e s  s i - ' ; ' '  
g n i f i c a t i f s ) .  

a v o i r  
P ~ C ~ J  r o p o u r  t o u t  < k 
pj Q,,) # O p o u r  t o u t  4 &!b k 

d o n c  l e s  p r e m i è r e s  c o m p o s a n t e s  s o n t  p r 6 p o n d é r a n t e s  



n ' o n t  p l u s  d ' i n f l u e n c e  s u r  l a  s u i " s  d e s  c a l c u l s .  On p o u r -  
r a  do ,nc  a r r ê t e r  La r E c u r r e n c e  l o r s q u e  l e s  d e v i o n -  
d m n t  s u f f i s a m m e n t  f a i b l e s  p o u r  ê t r e  n é g l i g  a l e s .  

( N O T E  : ces  c a l c ~ l s  o n t  E t 6  p o s s i b l e s  g r â c e  a u  com- 
p i l a t e u r  " D o u b l e  ? r t 5 c i s i o n i '  ALGOL e t  s u r  I.B.M, 1 6 2 ~ ) .  

I I )  CALCUL DES A:- 
K 

Les s o n t  l e s  s o l u t i o n s  d u  s y s t è m e  l i n C a i r e  
( 3 , 8 6 )  q u e  nou.5 p o u u r o n s  m e t t r e  s o u s  l a  f o r n e  s 

e--l 
les  c o e f f i c i e n t s  d e  e t  d e  fi_, s o n t  d é j à  ca l -  
c u l e s  e n  ( 4 9 6 1 .  Il n o u s  r e s t e  d o n c  l e  s e c o n d  n o m h r a  ,& e - ..:= c a l c u l e i  a v e c  ( 4 , 2 0 )  q u i  n o u s  d o n n e  l e s  PA [,u.) . -y, 

La r é s o l u t i o n  s e  fait p a r  un p r o g r a m m e  c l a s s i q i i e  
1 

- I d e  r é s o l u + i o n  d e  s y s t è m e  l i n é a i r e .   alcu culs e f f ec tue s  
s u r  "Gamma T a m b o u r " ) ,  

8 ,  ' . t '  ' 
. . '  I I I )  EALCUL DES t'..cp) 

8 .. 
- <. . ' . L ~ S ,  f p y v y l e s  q u i  d é f i n i s s e n t  l e s  P ~ C ~ J  s o n t  : 

' 8  ' ... . , 8 -  

1 - 1 '  8 , .  

C e s  c a l c u i s  s e  f o n t  a v e c  u n  p r o g r a m m e  p a r t i c u l i e r  
p o u r  d i f f é r e n t e s  ~ a l e u j : ~  d e  Nous r e m a r q u e s o n s  q u e  
s i  l ' o n  B c r i t  l a  f o r m u l e  d e  d ' e r r e u r  p o u x  
l e s  pA@[ p)  c e t t e  f o r m u l e  e s t  i d e n t i q u e  a u  r é s u l t a t  
( 4 , 1 2 )  e!i r e m p l a ç a n t  s i m p l e m e n t  ), p a r  p ; o r  1 /-JI 

d o n c  n o u s  n ' a v o n s  p a s  u n e  f o r t e  p r o p a g a t i o n  d l c r -  
r e u r  s u r  l e s  

L e s  r é s u l t a t s  s o n t  d ' u n e  p r é c i s i o n  très r a i s o n n a -  
a l e  ( c a l c u l s  e f f e c t u e s  s u r  " ( S A M M A  T A M B O U R "  ). 



E 
Les c o n s t a n , t e s  d 1 i n t 6 c  - . 3 t i o n  4; s o n t  d 6 t c r m i n é e s  g 

p a r  l e s  c o n d i t i o n s  l i m i t e s  a u e  n o u s  é c r i v n n s  r 

-1- " r------- 

d e  r e s p e c t e r  e x a c t e n e n t  l e s  c ~ n d i t l o n s  l i m i t e s ,  La sa -  
l u t i o n  o p t i m u m  e s t  d o n n é e  D a r  .la m é t h n r i ~  r i ~ ~  m n i n d r o c  

La s o l u t i o n  m a t h é m a t i q u e  q u e  n o u s  e m p l o y o n s  n e  --- 
m e t  p a s  d e  s é p a r e r  l e s  d e u x  c o n d i t i o n s  l i m i t e s ,  auçs 
sommes-nous  o b l i g é s  d e  f a i r e  l a  somme d e s  e r r e u r s  qua -  il 
d r a t i q u e s  c o r r e s p o n d a n t  à c h a c u n e  r ! ~ ç  l i m i f m c  P+  m; 

Nous é c r i r o n s ,  d o n c  l e s  c o n d i t i o n s  l i m i t e s  p o u r  un  
s é r i e  d e  v a l e u r s  d e  U r G a u l i & r e r n e n +  F ? s n a r i . - ~ -  on n n c - n  

- r - . a  ' c 2 p M ,  9 
Nous a u r o n s  d o n c  

p o u r  y + 4 o  l e s  2 p 24 é q u a t i o n s  

e t  p o u r  y t , a  l e s  2 F M é q u a t i o n s  

Noue a u r a n s  d o n c  un s y s t è m e  l i n é a i r e  d e  4 p M .:; 
E q u a t i o n s  à 2 p i n c o n n u e s  q u i  s e r a  t r o i t h  p a r  u n  p r d -  
gramme d e  r é s o l u t i o n  d e s  m o i n d r ~ s  c n r r 6 s  



2 - I - -  - .  
7 1 

- . 6 ; * 5; T. :;<y: 4-2 , . - I  , - - . "1 . . 
1 ! 

t 
- * 

P o u r  c e t t e  r e s o l u t i o n  il n o u s  f a u d r a  c a l c u l e r  les 
c o e f f i c i e n t s  p o u r  Po-- 

I U U U ~  n o u s  sommes a p e r ç u s  e n  f a i s a n t  plusieurs e s -  
s a i s  q u e  l a  p r é c i s i o n  d u  c a l c u l  d e s  kAL e s t  tri% im-- 
p o r t a n t e  p o u r  l a  p r e c i s i o n  du  c a l c u 1 , d e s  I& 
u n e  e r r e u r  a b s o l u e  m i n i m e  s u r  l e s  k> c a r r e s p o n d a r i l t s  

n E a i r c  q u e  n o u s  a v o n s  à t r a i t e r  p a r  L e s  m o i n d r e s  carrés 

d u i t s  s c a l a i r e s  d e  v e c t e u r s  d e  g r o n d e  d i m e n s i o n ,  ce quL,,,  
amène, e n  c a l c u l  n u m u r i q u e ,  d e s  e r r e u r s  i m p o r t a n t e s .  Ac-- 
t u e l l e m e n t  l e  s e u l  prograrrime d e  m o i n d r e s  c a r r é s  q u i  s J û c  
c o s d e  à n o t r e  c a l c u l  e t  d o n t  n o u s  d i s p o s o n s  n e  t r a v a i x l c  
q u ' a v e c  d e s  nombres  a y a n t  une m a n t i s s e  d e  n e u f  c h i f f r e s  
s i g n i f i s a t i f s ,  c e  q u i  e s t  i n s u f f i s a n t ,  Nous a v o n s  d o n c  , 
d u  u t i l i s e r  u n  a r t i f i - c e  d e  c a l c u l  q u i  n o u s  a  6 t d  i m p o s é  
pax l ' e x p é r i e n c e .  



T o u t  : J : a b o r d ,  srrr u n e  même ligne, l e s  c o c f f l c i c n t s  .. t r 
.. - 

d u  s y ç t è m e  h o m o g è n e  s e r o n t  c l a ç s 6 s  p a r  o r d r e  c x o i s s n n t  
d e  ydL ; e n s u i t e  l e s  c o l o n n e s  c o r r e s p o n d r o n t  de haut 
e n  b û ç . à  d e s  c r o i s s u n t  d e  - 1 à + 1, L e s  m a t r i c e s  . *. --, - * -. - 

[ A  2 e t  Q ] s o l ?  i o i l p k E e c  arcs coefficients ( 5 . 2 6 )  avec -* 

p o u r  /: A L e s  ) 4 i ~ o  e t  p o u r [ n ' ] l e ç  vj;.a - , ,  ,, 
-, 

' A  r r 

t e  e s t  t r h s  i m p r É c i s e ,  

Nous  n o u s  sommes  a p e r G u s  q u e  d a n s  le cas d t u n e  c o u -  

tion m a t r i c i e l l e  

[ A  ]XLK J. ] = C H  i 7 

(4p32) ca r  K 2 J= O 

e t  q u e  l e s  r é s u l t a t s [ ' ~  1 l s o n t  très p e u  différents dees- .! 1 . ~  3.' l o b - k e n ~ i s  d a n s  un c a l c u l  i d e n t i q u e  (rn&rnes csractÉ- 
r i s t i q u e s  o p t i q u e s  e t  même 2 p )  p o u r  u n e  c o u c h e  f i n i e  
p a s  t r o p  m i n c e  ( Z L  = 2 p a r  e x e m p l e ) ,  

X 

d o n n o n s  le schéma d u  calcul 
i' 
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4 8  

A ,  K 1 ~ = C : H  1' 1 n o u s d o n n e  [(KII - 

211 . D : Y X [  .K  2 3 = I ' H  2 1-1 :c '  JX tt II r , ! :  2 1 
( 4 s 3 3 )  3) L ; A  ~ X C   KI^ 1 =C.H -1 I - C * B * I X  II C ' ~ ' 1  7 

~ ) [ : D , ] X [ ( K ' ~ ~ = [ : H ~ ~ - C ( C ] X ~ K ' ~ ; ]  I f  IV K ' 2  ! 

A p r è s  u n  c e r t a i n  n o u ~ r e  d t i t , h r e t i o n s  ( d e  3 à 1 2  p o u r  
l e s  c n s  q u e  n o u s  a v o n s  t r r i t 6 s )  l e s  v a l e u r s  d e [ , K  l ' l e t  
 de[.^ 2 . ] s e  s t e b i l i s e n t ,  D a n s  k e  c h a p i t r e  V n o u s  d o n n e -  
r o n s  d e s  e x e m p l e s  d e  c a l c u l s  i m p o s s i b l e s  s a n s  c e  p r o c e s -  
s u s  d ' i t é r a t i o n .  ( C a l c u l s  e f f e c t u e s  s u r  " G A M M A  T A M B O U R " ) ,  

~ e m a r ~ u o n s  q u e  l e  d E s é q u i l i b r e  d e  l a  m a t r i c e  (4,30) 
s ' a c c e n t u e  l o r s q u c  Z t  c r o î t ,  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e s  m a t r i -  
ces[  C Jet[  D J d o p e n d a n - t  r e s p e c t i v e m e n t  d e s  e : < p o n e n t i e l -  
l e s  e t  c VaL Ci . O r  p o u r  P d  c r o i s s a n t  les 
l e s  e x p o n e n t i e l l e s  c - - ~ i ( c ~ . e ~  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  l a  
m a t r i c e [  & ' ] d e v i e n n e n t  t r è s  p e t i t s  s a n s  d e v e n i r  p o u r  ce- 
l a  n G g l i g e z b l e s ,  l e s  e x p o n e n t i e l l e s  e vaC r* e t  l e s  c o e f - .  -.,- 
f i c i e n t s  d e  l a  m a t r i c e l  D ] d e v i e n n e n t  t r è s  g r a n d s .  L o r s -  
q u e  T4 e s t  s u f f i s a m m e n t  g r z n d  il e s t  i m p o s s i b l e  p o u x  
d e s  r a i s o n s  t e c h n o l o g i q u e s  d ' e f f e c t u e r  d i r e c t e m e n t  le 
c z l c u l  d e s  m o i n d r e s  c o r r E s .  kz 

y+ 

V )  C A L C U L  DFS I FT DE 1 k - ~  * 

&-4 .f : 

Nous é c r i v o n s  l a  f o r m u l e  ( 3 , 8 8 )  s o u s  l a  f o r m e  t &Y ,, 
P .  8- 

I ~ c T ~ ~ ~  = 8: - e ~ * i c  ( ~ e  +-I) -$ c@). L'c~) 
:ci" e Z o  

E Br 

& 
N- P 

p e  z ( r e - l i ) . k 3  . 6'clJ~ . 37.: 
t e  K- 

m J. 

e= Co ci: 
n 

4 , Nous  c a l c u l e r o n s  1 ( c l  p ) p o u r  l e s  v a l e u r s  d e  
e t  p o u r  d e s  Z q u e l c o n q u e s t  a i n s i  l e s  termes 

(4 ,261 (4 ,281  d é j à  c a l c u l 2 s  n o u s  s e r v i r o n t  a i n s i  q u e  
(4,2 7) e t  ( d 2 2  9) s i  FA s *A ,- a .  dr [ y -  
I l  n o u s  r e s t e  à i e s  m u l t i p l i e r  r e s p e c t i v e m e n t  p a r  & G 

e t  p a r  eZ/P0 8 p o u r  p ~ + . c ~ o  o u  p a r  gai e ~ ~ - r c l - & i  ': 
e t  e ! - Z d / +  p o u r  y.;). 5. 0 ,  p u i s  à f a i r e  CL 

l a  somme d e s  2 p  + 1 t e r m e s  r e s u l t a n t s .  L e  c a l c u l  d e  1 $:;.;. 
J 

n ' e s t  p l u s  q u ' u n e  t a b u l a t i o n  d e  l a  f o r m u l e  
Z 

( 4 , 3 5 1  I C Z ~ J J ~ Y ) =  ( ~ - s o ~ ) . ~ ~ ,  c . G ~ ( A c Y - ~ ~ ) )  
&,O 

p o u r  d i f f é r e n t e s  v î l e u r s  d e  e n  r e p r e n s n t  l e s  mêmes 
Z e t  l e s  mêmes Y$ q u e  d a n s  Le c a l c u l  d e s  I & .  C e t -  



- - : > ,  
t e  e x p l o i t a t i o n  e s t  d e s  p l u s  é c o n o m i q u e s  c a r  n o u s  a v o n s  - - ' Y  - ' - 1  

t o u s  l e s  r é s u l t a t s  i n t e r m E d i a i r e s  s u r  c a r t e s  p e r f o r é e s .  m C 

- - .. 8 -  2 ,. , . 

I ( c a l c u l s  e f f e c t u e s  s u r  " G A M M A   TAMBOUR^^), 

1 V l )  PNELIORATION D E S  RESULTATS PAR ITERATION 

Nous a v o n s  comme f o r m u l e s  p o u r  I *  
A 

. + t- E - w ~ b l  ire P .  c 
+ f  As O 

I l  s u f f i t  d a n c  d e  t r i e r  l e s  r 6 s u l t a t s  i n t e r m G d i a i r e s  . , -.r' - +; 
q u i  d o i v a n t  s e r v i r  d a n s  ce s  f o r m u l e s  e t  d ' é c r i r e  un  p r o -  - -+:* , . t -#*I 

gramme ALGOL ( s u r  I . B , M .  1 6 2 0 )  n o u s  d o n n a n t  u n e  t e b u l a -  ' , .,- >+? ;UT .a 
t i o n  d e  1: e t  d e  1 2  p o u x  l e s  v a l e u r s  d e  3 t  d e  .! '.+L : $ :T +#' 

ra d é j à  c h o i s i e s  p o u r  l e  c a l c u l  g c n 6 r a l .  - , L  

; r i'd 
- 'S 

V I L )  C A L C U L  DES FLUX - 7  '",.. - 3- 
- . , .,- 

- ~ G A .  L4 
Nous a v o n s  v u  d a n s  l e  c h a p i t r e  I I I  ( f o r m u l e  3 , 1 0 0 )  - r l - _  

- 2  q u e  l e  f l u x  21 t r a v e r s  un é l é m e ~ ~ t  d e  s u r f a c e  h o r i z o n t a l e  - -  -h4 
- - l C  e s t  d o n n é  p a r  z .. ++fi 

8 , L:-: 7 

P . - 2  4% @'+07 
r- . - -  

( 4 . 3 8 )  ~ C E ) -  ~ t - n [ - ~ . i . ~ ~ ( < ' ) , e  + ho. ! \;.Pz 
6 -7-p , AT'! 

C e  c a l c u l  n e  p o s e  q u ' u n  p r o b l è m e  d e  t r i  d e  r é s u l t a t s  
i n t e r m é d i a i r e s  : il a  é t é  f a i t  e n  ALGOL s u r  I . B . M .  1620c 

. - , a  L 

- >*#$? 
-- -L Q'- -! 

lx 2 -$ . ., - &*'. Y , *s . . ,- d, . d.. 

ii 
' . ' L - r  - " I"* 

8 :': ' " 
i > ib  -Y.. . - - . - y -  

-- , 
!C .,:,-" * <  ;y.-- - =  
1 * 1 i - 4  . - -,OL. . , 

$,a-$, 4% r* ;, h, .i,d*>&$~ 
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C H A P I T R E  V 

R é s u l t a t s  e n  d i f f u s i o n  i s o t r o p e  

P r é c i s i o n  d e  l a  m é t h o d e  
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Nous a v o n s  t e s t é  l a  m é t h o d e  d e  c a l c u l  e n  n e  t r a i -  
t a n t  q u e  l a  d i f f u s i o n  i s o t r o p e .  L t i n t é r & t  d e  ce  c h o i x  
e s t  d o u b l e .  T o u t  d ' a b o r d  n o u s  p o u v o n s  c o m p a r e r  l e s  ré-  
s u l t a t s  o b t e n u s  p a r  l a  m é t h o d e  c h o i s i e  a v é c  d e s  r é s u l -  
t a t s  q u e  n o u s  a v o n s  p u  c a l c u l e r  p a r  d ' a u t r e s  m 6 t h o d e s  
s o i t  e n t i è r e m e n t  s o i t  à p a r t i r  d e  t a b l e s  d é j à  e x i s t a n -  
t e s .  E n s u i t e  e n  d i f f u s i o n  i s o t r o p e  l e s  f o r m u l e s  s e  s i m -  
p l i f i a n t  b e a u c o u p ,  d l o G  u n e  p l u s  g ~ r a n d e  f a c i l i t 6  d e  v é -  
r i f i c a t i o n  à l a  m a i n ,  e t  u n e  mise  e n  é v i d e n c e  p l u s  r a -  
p i d e  d e s  c a u s e s  d ' e r r e u r s ,  

. . 
Nous a v o n s  é t u d i é  p l u s  p ~ r t i c u l i è r e m e n t  l e  p r o b l è -  

me p o u r  les  " a l b e d o  p o u r  u n e  d i f f u s i o n  fi q u i  n o u s  i n t 6 -  
r e s s e n t  =O = 0,6 e t  0, t$Z 1 q u e  n a u s  a v o n s  r e m p l a c  
p a r  C30= 0 , 9 5  e t  = C , 9 9  p u i s q u e  l e  c a s  G a  r: 1 
e s t  m a t h é m a t i q u e m e n t  un  c a s  p a r t i c u l i e r  e t  c o r r e s p o n d  
à un  m i l i e u  a b s o l u m e n t  s a n s  a b s o r p t i o n  p r o p r e ,  ce  q u i  
n ' e s t  p h y s i q u e m e n t  q u ' u n  c a s  l i m i t e .  

N o t r e  b u t  p r i n c i p a l  a p r è s  a v o i r  o b t e n u  d e s  r é s u l -  
t a t s  n u m é r i q u e s  c o r r e c t s  a é t é  d 1 6 t u d i e r  l a  c o n v c r g o n -  
ce d e  l a  m é t h o d e  ; n o u s  p r é s e n t o n s  d o n c  d e s  r é s u l t a t s  
p o u r  u n e  c o u c h e  d ' é p a i s s e u r  o p t i q u e r i  = 2, p o u r  l e s  
d i f f é r e n t s  e t  p o u r  2  p  = 8, 1 2 ,  1 4 ,  2 0 ,  ce  q u i ,  
comme n o u s  l e  v e r r o n s ,  e s t  s u f f i s a n t  d a n s  l e  cas  d e  l a  
d i f f u s i o n  i s o t r o p e ,  S u r  l e s  c a l c u l a t r i c e s  e m p l o y é e s  
j u s q u t i c i  n o u s  sommes limites p a r  l a  d u r s e  d e s  c a l c u l s -  
( u n  c a s  2  p  = 2 0  d e m a n d e  e n v i r o n  v i n g t  h e u r e s  d e  c a l c u l  
s u r  l a  GAMMA TAMBOUR B U L L ) .  

Nous a v o n s  E g a l e n e n t  G t u d i é  l e  c a s  d e  c o u c h e s  d i f -  
f u s a n t e s  d ' é p a i s s e u r  r*= 4 ,  7 e t  & . 

1 

i) REPARTITION DE LA LUMINANCE UNS UNE COUCHE DIFFUSANTE D'EPAJS 
>FUR OPTIQUE 2  - CONVERGEACE DE LA METHODE - 

Nous a v o n s  v u  q u e  l e s  d i f f i c u l t 6 s  d e  c a l c u l  c r o i s -  
s a i e n t  l o r s q u e  (53, t e n d  v e r s  3 e t  l o r s q u e  a u g m e n t e  ; 
c e c i  a p p a r a î t  d a n s  l e  t a b l e a u  d e  v a l e u r s  d e s  ; n o u s  
p r é s e n t e r o n s  d o n c  p o u r  c h a q u e  u n  t a b l e a u  d e s  \VOL[ - 

e n  f o n c t i o n  d e  l ' o r d r e  2 p  d e  l l a p p r o x i m a t i o n ,  Mous re-  
m a r q u e r o n s  p n r t i c u l i t 3 r e m e n t  l e s  v a l e u r s  ex , t rêmes  d e , s  
/Y&[ . S o i t  V C e t  V - " l e s  v a l e u r s  d e  

t i t e s  e n  v a l e u r  a b s o l u e  e t  e t  E ; I ' ~  
e n  v a l e u r  a b s o l u e .  N Q U S  a v o n s  d i t  q u e  



Nous  a v o n s  v u  q u e  p l u s  1 s e r a  p e t i t  p l u s  il s e r a  ' , 
' . d i f f i c i l e  d e  c a l c u l e r  4 0 ~ ~ ~ )  e t  %!<y-') ( p r o p a g a -  . < t i o n  d ' e r r e u r  p a r t i c ü l i e r e m c n t  f o r t e )  ( c k a p ,  I V ,  1) e t  

\Y " \  d é c r o î t  l o r s q u e  m~ t e n d  v e r s  1. Q u a n d  l ' o r d r e  
d t a p p r o x i m a t i o n  4 p  a c  jmente,  /l/* c o n v e r g e  r a p i d e m e n t  
v e r s  u n e  v a l e u r  q u i  e s t  c e l l e  c o r r e s p o n d a n t  à l a  s o i u -  
t i o n  e x a c t e  e n  g r a n d e  p r o f o n d e u r  p o u r  Z*. = M 

I 

De m ê m e  p l u s  1 a  g r a n d e  p l u s  ii s e r z  d i f f i -  l 

c i l e  d e  c ~ l c u l e r  l e s  k; c a r  l e s  e x p o n e n t i e l l e s  e 
e t  @y-P. d e v i e n d r o n t  r e s p e c t i v e m e n t  p l u s  g r a n d e s  

e t  p l u s  p e t i t e s  g l e  même p h é n o m è n e  s e  p r o d u i t  q u a n a r *  - 

a u g m e n t e  e t  d a n s  ces  d e u x  c a s  l a  m a t r i c e  d e s  m o i n d r e s  
c a r r é s  d e v i e n t  d e  p l u s  e n  p l u s  d i s s y m é t r i q u e  e t  l a  ré-  
s o l u t i o n  d e s  M o i n d r e s  C a r r é s  d e v i e n t  d e  p l u s  e n  p l u s  
d i f f i c i l e .  Nous r e m a r q u e r o n s  d a n s  l e s  r e s u l t a t s  p r é s e n - '  
tés q u e  II/$/ c r o î t  l b g è r e m e n t  l o r s q u e  t e n d  v e r s  0 .  

P o u r  q u e  l e s  r é s u l t a t s  s a i e n t  c o m p r é h e n s i b l e s ,  n o u s  
l e s  a v o n s  p r é s e n t é s  s o u s  f o r m e  d e  c o u r b e s  r e p r é s e n t a n t  
l a  l u m i n a n c e  é n e r g é t i q u e  1 e n  f o n c t i o n  d e  l a  d i r e c t i o n  

t, ; m a l h e u r e u s e m e n t  1s f o r m a t  2 1  x 27 cm n e  p e r m e t  
p a s  d e  r e n d r e  c o m p t e  d e  f a ç o n  l i s i b l e  d e  t o u s  l e s  d é -  
t a i l s  o b t e n u s  p a r  l e  c a l c u l  m a i s  il s e r a  s u f f i s a n t  p o u r  
m e t t r e  e n  é v i d e n c e  l a  c o n v e r g e n c e  d e s  r é s u l t a t s  e t  ce  
q u e  n o u s  p o u r r o n s  e n  d é d u i r e .  















2 )  R é s u l t a t s  p o u r  We= Q,95 - r3, = 2 - z = 0 ;  0,5 ; 
1 ; 2 ;  

( F i g .  8 à 11). 

P o u r  ce  c a s  n o u s  d i s p o s i o n s  d e  t a b l e s  d e s  f o n c t i o n s  

X ( p i l  Y C )J) e t  n o u s  a v o n s  pu  c a l c u l e r  l a  l u m i n a n c e  
p o u r  Z = Cl e t  TI =2 p a r  l a  m é t h o d e  d e s  p r i n c i p e s  d ' i n -  
v a r i a n c e  ; c e s  r E s u l t o t s  s o n t  p o r t é s  s u r  n o s  c o u r b e s  à 
t i t r e  d e  c o m p a r a i s o n ,  













, , . 1 .  ' 8  : 

. ,  . 
, *., ", . 7 

:a I 
,, .; :.:: - 

3) R é s u l t a t s  p o u r  GD,= 0 , 9 9  -Tt,= 2 - Z= O ; 0,5 ; 
1 ;  2 .  
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4 1 D i s c u s s i o n  

Dans l e s  d i f f g r e n t s  c z e  c o n s i d G r É s ,  o n  c o n s t a t e  q u e  . 
à l ' i n t é r i e u r  d e  l a  c o u c h e ,  l a  c o n v e r g e n c e  e s t  r a p i d e ,  j 

e t  o n  p e u t  c o n s i d é r e r  q u e  l ' a p p r o x i m a t i o n  2 p  = 1 2  e s t  
s u f f i - a n t e ,  c a r  %Lie do ni)^ u e s  r é s u l t a t s  t r è s  V o i s i n s  d e  
2 p  = 2 0 ,  L ' i t é r a t i o n  i c i  n e  m o d i f i e  p a s  l e s  r é s u l t a t s ,  

Au c o n t r a i r e  p o u r  l e  r a y o n n e m e n t  s o r t a n t  d e  l a  c o u -  
c h e  e t  o u r t o t i t  p r l r  1.2 l a c e  s u p é r i e u r e  ( 2~ 9 ) ,  d e s  o s c i l -  
l a t i o n s  i n p o r t a n i e z  s u t o u r  d e  l a  v û l e u r  e x a c t e  s u b s i s t a n t  . . '  
même p o u 2  2 p = 2 0 ,  0nri.s ce c a s  l l i t é r n t i o n  a p p o r t e  u n s  , .  

a r n é l i o r c l t i o i ~  i;rè; n e t t e  e t  les r 6 s u l t z t s  o b t e n t i s  p o u r  ,3 
1 

2 p = 8 e t  2 p - 1 2  a v e c  i t G t a t i o n  s o n t  t r è s  peu d i f f f i -  . d . '$3 
r e n t s ,  c e  q u i  n o u s  p e r m e t  dr: noiis  lii_miter à 2 p 14, . - !# 

8 '  CC . !4,: . . ' 4 8 ,  - - 4  
Dans l a  s u i t e  n o u s  c a l c u l e r o n s  d i r e c t e m e n t  l e s  S 

a p r è s  i - t 6 r a t i o n  p o u r  itn o r d r e  f i x e  2 p  d ' a p p r o x i m a t i o n  
( 2 p - 18 p o u z  l a  d i f f u s i o n  i s a t r o p e  1,' 

4 rn 

,.? -+ 
t . AIIL 

P o u r  l e s  cas  où  n o u s  d i s p o s i o n s  d ' u n e  c o m p a ~ a i s o n  . . 
a u x  r é s u l t a t s  e x a c t s  donnEs  p a r  l a  m e t h o d e  d e s  p r i n c i -  .!. 
pes d f i n v a r i o n c e ,  l s é c a r t  a v e c  n a s  r é s u l t a t s  p o u r  2 p  3 r - 
22 e s t  i n f é r i e u r  à 4 $, C e c i  donrie u n e  ldCe d e  l a  pré*- 
c i s i e n  d e  n o t r e  m é t h o d s ,  t r è s  largement s u f f i s a n t e  p a r  , -  ''9 

c -.! 
r c g p o r t  à l a  p r é c i s i o n  d e s  m e s u r e s  d e  l u m i n a n c e  q u e  l ' o n  .,)A!  

p e u t  f a i r e  d a n s  un m i l i e u  d i f f u s a n t ,  

3 

1 I I )  COMPARAISOPJ D E  CJlJJfHES D E  MEME E P 4 1 ç S E U R  A V E C  D I V E R S  
- - 

Le r e g r o u p e m e n t  d e s  c o u r b e s  p o u r  d e s  d i f f é -  
r e n t s  û v e c  l a  même 6 p a i s s e u r  o p t i q u e  t o t a l e  & 
l e  même o r d r e  d ' a p p r o x j m n t i o n  ( 2  p  = ?2 +. i t é r a t i o n )  e t  
l e s  memes p r o f o n d e u r s  n o u s  p e r m e t  d e  c o m p a r e r  l a  f a ~ o n  
d o n t  l n  l u m i è r e  e s t  d i f f u s é e  d a n s  u n e  c o u c h e  f o r t e m e n t  ' 

a b s o r b q n t e  (Go = f f , 6 ) ,  u n e  c o u c h e  moyennement  a b s o r -  . 
b a n t e  ! Cq,= 0 , 9 5 )  el: bne  c o ~ c h e  t r è s  p e u  a b s o r b a n t e  
( = 0 , 9 9 ) ,  Rous r > g t e x o n s  q u e  les c a s  0 , 9 5  e t  

-0 = 0,99 d o n n e r t  d e s  r g s u l t a t s  e n c a x e  t res  d i f f é -  
r e n t s  ; il s e r a  d o n c  a b s o l u m e n t  n é c e s s a i r e  d ' é t u d i e r  
s p é c i a l e m e n t  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  = 1 l e s  v a r i a t i o n s  - 
i m p o r t a n t e s  d e  l a  l u m i n a n c e  e n  f o n c t i o n  d e  n e  p e r -  
m e t t e n t  p a s ,  s e m b l e - t - i l ,  d e  p r e n d r e  l e  c a s  Da= G,99 
comme une a p p r o x i i r i a t i o r i  v a l a b l e  d u  c a s  -O= 1, Nous Xe- 
m a r q u e r o r t s  c e p e n d a n t  q u e  d a n s  l a  r g a l i t é  l e s  m i l i e u x  
d i f f u s a n t s  s o n t  t o u j o u r s  un  peu  a b s o r b c n t s ,  e t  l ~ Z i ? , ~ u t  











I I I )  Ç ~ I M P ~ I S O N  P O U R  DES COUCHES IDENTIQUES OPTIQUEMENT MAIS 
D'EPAISSEURS DIFFERENTES ( F i g .  2 0  21 231, 

Nous nLfons r e g c o u p 6  s u r  c h o q u e  g r a p h i q u e  un  c a s  < 
c o m p l e t  GO, = Ot93 ; 2 p  = 12 ( à  l a  même Q c h e l l e )  p o u r  . , r' 
Z 1  -r 2; Tl = 4 ; cd= 7 ; TI= 4 a Actuellement n o u s  
n ' a v o n s  p a s  pu t r a i t e r  d e  c a s  où  T a e s t  f i n i  e t  s u p é -  
r i e u r  à 7, c e c i  p o u r  une  s a i s o n  d ~  t e c h n i q ü e  n u m E r i q u c ,  
En e f f e t  d a n s  la r é s o l u t i o n  d e s  m o i n d r e s  c a r r é s  l a  ma- 
c h i n e  n ' a c c e p t e  p a s  d e  c o e f f i c i e n t s  s u p e r i e u r s  à l i l  

( " e n  GAMMA T A M B O U .  " j ; L o r s q u e  t o u s  l e s  p r o g r a m m e s  p a s s e -  
r o n t  s u r  1 ' I .B .M.  713?0 n u u s  p o u r r o n s  a l l e r  j u s q u ' à  1 0  
ce q u i  d e v r a i t  n o u s  p e r m e t t r e  d e  t r a i t e r  d i r e c t e m e n t  
d e s  c o u c h e s  a y a n t  u n e  G p a j - s s e u r  o p t i q u e  maximum s u f f i -  
s a n t e  p o u r  r e p z é s e n t e r  d e s  n u a g e s  r é e l s ,  

Nous  r e m a r q u o n s  p o u r  l e  c a s  512 = &  q u e  l e  r é g i m e  
a s y m p t o t i q u e  é t u d i é  p a r  M. H E R M A N  s e  r e t r o u v e  d a n s  ces  ' "' 

c a l c u l s  t h i é o r i q u e s  à p a r t i r  d e  t= 5, 1-1 e s t  à n o t e r  . 
q u e  1 = f e s t  p r a t i q u e m e n t  l i n é a i r e  d è s  q u e  t , > 4 ,  
C e c i  s î  e x p l i q u e  ar l e  f a i t  q u ' e n  g r n n d e  p r o f o n d e u r  

2 
O U  1 fl;,%+ 4) ~2qJ l -  ( ~ 0 ) .  4 

m=e 

11 n e  r e s t e  p l u s  q u ' u n e  e x p o n e n t i e l l e  : c e l l e  c o r r e s -  
p o n d a n t  a u  ~ ' : . i r j o t i f  l a  p l u s  p e t i t  o r  l e s  &/ ( ~ g * )  
c o n v e r g e n t  t rès  r a p i d e m e n t  ce  q u i  d o n n e  l a  f o r m u l e  a p -  
p r o x i m a t i v e  l i n é a i r e  e n  

4 -4 .  v*. x 
1 = 3 - 
En s u r f a c e  l e s  r é s u l t a t s  s o n t  t r è s  v o i s i n s  p o u r  . 

5 = d t 7  e t  e@ , . , i a i s  d è s  q u e  l ' o r 1  p é n è - b r e  d a n s  l a  
c o u c h e  l ' i n f l u e n c e  d u  s o l  n o i r  s e  f a i t  n s s e z  v i t e  s e n -  
t i r ,  C e t t e  i n f l u e n c e  e s t  s a n s  d o u t e  m o i n s  r a p i d e  
l ' a b s o r p t i o n  e s t  p l u s  f o r - t e  ( a c  p l 2 6  p e t i t ) .  . 

P o u r  C a =  7,  o n  t r o u v e  d a n s  l e  c e n t r e  d e  l a  c a u -  
c h e  un d i a g r a m m e  d e  l u m i n a n c e  v o i s i n  d e  c e l u i  d u  r é g i -  
m e  a s y m p t o t i q u e  d e  l a  c o u c h e  &, m a i s  a v e c  d e s  l u m i -  
n a n c e s  p l u s  f a i b l e s ,  e t  u n e  d é c r o i s s a n c e  p l u s  r a p i d e  
e n  p r o f o n d e u r  ( f i g ,  24), 





&& f;, ' &$: 'PL :.: '. . 
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IV) ÇALCUL DU FLUX SUR UIU PLAN 'H .OR1ZOMTAL  

Nous  a v o n s  c a l c u l é  ces f l u x  d ' a p r è s  l a  f o r m u l e  a -1 2 
(4,381 p o u r  l e s  d i v e r s  c a s  é t u d i é s .  C h a q u e  t a b l e a u  con-  4 
c e r n e  un  cas  e t  o n  y a p o r t é  l e s  f l u x  c û l c u l 6 s  d a n s  l e s  
d i v e r s  o r d r e s  d l a p p r o x i m z t i o n .  On c o n s t a t e  q u e  l a  c o n -  
v e r g e n c e  a v e c  p  e s t  p l u s  r a p i d e  q u e  p o u r  l e s  l u m i n a n c e s  ; 

I 

d e  t o u t e  f a ç o n  2 p = 1 2  d o n n e  e n c o r e  i c i  u n e  e x c e l l e n t e  -Y 
a p p r o x i m a t i o n .  I 









t e  t r a v a i l  q u e  n o u s  a v o n s  p r é s e n t é  i c i  n ' e s t  é v i -  
demment  q u ' u n e  p r e m i è r e  é t a p e .  C e t t e  é t a p e  n o u s  p e r m e t -  
t r a ,  a v e c  d e s  m o y e n s  p l u s  n d a p t é s  à l ' a m p l e u r  d e s  c a l -  
c u l s ,  d e  t r a i t e r  l e  c a s  d e  l a  d i f f u s i o n  a n i s o t r o p e  p o u x  , 

u n e  c o u c h e  d i f f u s a n t e  t r è s  p r o c h e  d e s  n u a g e s  r E e l s ,  L a  ' . 
m g t h o d e  q u e  n o u s  e m p l o y o n s  a l ' a v a n t a g e  d e  n e  f a i r e  in- ;L:L ',1 . . .  

- >3 
t e r v e n i r  q u ' u n  min imum d ' h y p o t h è s e s  s i m p l i f i c a t r i c e s .  [.Y 

8 --a 
11, 4 

Nous  s i g n a l o n s  p a r  a i l l e u r s  q u e  ce p r o c e s s u s  num6- 
r i q u e ,  u n e  f o i s  m i s  a u  p o i n t  s u r  u n e  c a l c u l a t r i c e  p u i s -  - 
s a n t e ,  p e r m e t t r a  d ' é t u d i e r  un g r a n d  n o m b r e  d e  m i l i e u x  1 - ,y+ . - -  

I. .. -3 
d i f f u s a n t 5  e t  n b s o r b a n t s  a u t r e s  sue l e s  n u a q e ç .  
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C a l c u l  d e s  v a l e u r s  e t  v e c t e u r s  p r o p r e s  
d ' u n s  m a t r i c e  t r i d i a u o n a l e  p a r  l a  mé- - 

t h o d e  d e  RL'TISHALJSER - 

A l a  m a t r i c e  t s i d i a g o n a l e  d l o r d r e  7 L  ( < 1 2 8  p o u r  
c e  

i L Y  
on  a s ç o c i e  l e  m a t r i c e  s e m b l a b l e  r Gk 

/ 4. IVi 
r 

? - a$ ' "* I a V  

4 u\%,% 4";-5 I s_ 
à l a q u e l l e  o n  a p p l i q u e  l a  t r a n s f o r m a t i o n  L R d e  RU- 
T I S H A U S E R  à c o n v e r g e n c e  a c c é l é r é e  t e l l e  q u ' e l l e  e s t  
d é c r i t e  dans l ' o u v r a g e  d e  DURAND [A ]  . 

Avant  c h a q u e  t r n n s f o r m a t i c n  L R o n  r e t r a n c h e  aux 
termes d i a g o n a u x  1z q u a n t i t é  

. . 

- , .-#-# C e t t e  t r a n s f o r m a t i o n  1 R c o n d u i t  à u n e  n o u v e l l e  
m a t r i c e  a y a n t  l a  m e m e  f o r - , e  q u e  l a  r a t r i c e  i n i t i a l e  e t  
d o n t  l e s  é I é m e n t s  4: Icl; s o n t  d o n n 6 s  p a r  

a'; =. AG.).. p:, 
,-v-L =/2: .d;** 

a v e c  
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. - - ,..,:;+, $-.,+yi+f&r;~,~" T ,.!T;m2;,2: ,*ix.!? 

f $.erat,jon ' jusqu'& qua.;:i'' " f * , ,  

8 ) ' , J : '  .'.. . '.%. 

, "  - m a t r i c e  p o u r  l a q u e l l e  M& r; T3-,,& ; Q . , "  
"? ; 3  .: 

: Y , , ~  0 1 .- . , 

J.' . 
L& sarnme YJ des e x p r e s s i o n s  r e t r a n c h a e s  c h a n  

i t é r a t i o n  a u x  &:-mes  d i a g o n a u x  e s t  ilne d e s  v a l e u r s  
p r o p r e s  c h e r c h é e s .  

P o u r  J - ' o b t e n t i o n  d e  l a  v a l e u r  p r o p r e  s u i v a n t e  on 
c o n s i d è r e  l a  m a t r i c e  d ' o r d r e  M-9  d s d u i t e  d e  l a  d e r n i è r e  
m a t r i c e  o b t e n u e  à l a  p r é c é d e n t e  6 t a p e  e n  s u p p r i m a n t  l a  
d e r n i è r e  L i g n e  e t  L a  d e r n i è r e  c o l o n n e  e t  e n  a j o u t a n t  
a u x  termes d i a g o n a u x  l a  v a l e u r  q u i  v i e n t  d ' ê t r e  c a l -  
c u l é e ,  

Le p r o c é d é  se c o n t i n u e  a i n s i  j u s q u  ' à  l t  o b t e n t i o n  
d e  l a  d e r n i è r e  v a l e u r  p r o p r e ,  

L e  programmv e s t  v a l a b l e  p o u r  l e s  m a t r i c e s  d o n t  .. , - 
t o u t e s  l e s  v a l e u r s  p r o p r e s  s o n t  r g e l l e s ,  

Remarque - Au c a s  o b  d a n s  l a  t z a n s f o r m a t i o n  L R on tom- 
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b e  s u r  un  H i  n u l  l a  m a c h i n e  i m p r i m e  l e  l i b e l -  - - r * - *  A--, - 1  (lx, - 
lé r C a l c u l  i m p o s s i b l e ,  , G,,, 

C a l c u l  d e s  v a l e u r s  p r o p r e s  

C e u x - c i  s o n t  o b t e n u s  p a r  une m é t h o d e  m e n t i o n n é e  
p s r  N O L I N  C2) 

On c o n s i d è r e  l e  s u i t e  

nr"dC3) .a ili 
- - -2% "2 
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t ~ [ A - a i )  C < C ~ >  - < i ~ < w a i ~ , 3  fl&=tCz!a 
t Q = 
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L ( x - ~ " - ~ ) ~ ) - ' ( w ) - C ~ - J ~ T , . ~ C ~ ~  r*? ( -P) = --- 4-s br. -s 
1 

P o u r  X = *b, l e s  + ( % ) s o n t  l e s  c o m p o s a n t e s  d u  
' 

v e c t e u r  p r o p r e  a s s o c i k  à l a  v a l e u r  p r o p r e  )\ Q' 
Il 1 DURAND - S o l u t i o n s  n u m B r i q u e r  d e s  é q u a t i o n s  a l g é -  

b r i q u e s  Tome I I  p. 2 8 1  - 282 

1 A c t e s  du  C o n g r è s  d e  1' T o u l o u s e  2963  . 
8 ,  

. . 
I I  8 L J ,  ;. u r  : . A' - - b -  



S E C O N D E  T H E S E  --------- 
Propositions données par l a  Faculté ------- ------------ 

Sur 1 ' u t i l i s a t i on  de diodes P.I.N. Pour obtenir une onde H.F. 

modulée en impulsion de f o r t e  puissance. 

Vu e t  approuvé 

Li l l e ,  l e  29 Octobre 1966 

l e  Doyen de l a  Faculté des Scienoes de L i l l ,  

Pour l e  Doyen empêché 
l'Assesseur 

Vu e t  permis d'imprimer 

L i l l e ,  l e  

Le Recteur de 1 'Académie de L i l l e  




