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INTRODUCTION
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De nombreux chercheurs s'intéressent actuellement
a4 1l'étude du bilan radiatif de la terre. Certains d'en-
tre eux ont constaté 1l'importance du transfert du rayon-
nement infra-rouge dans les nuages pour l'établissement
de ce bilan ; nous nous sommes proposés d'étudier la ré-
solution numérique de ce probléme. Deux contraintes
principales ont conditionné notre étude, & savoir le ma-
tériel numérique mis & notre disposition et le souci de
serrer au plus preés la réalité, Ce travail comportera
donc essentiellement l'étude physique d'un modele de nu-
age, l'énumération des modes de résolution possible de
l'équation de transfert du rayonnement, le choix de la
résolution la plus avantageuse a notre sens et la mise
en oeuvre de ce calcul sur des exemples théoriques, ba-
se de départ pour des calculs proches de la réalité,



CHAPITRE I

Définition du nuage




Dans ce chapitre nous allons définir le nuage tel
que nous entendons l'introduire dans nos calculs, Nous
nous servirons de résultats acquis par les expérimenta-
tions faites par différents chercheurs.

I DONWMEES EXPERIMENTALES POUR LA GRANULOMETRIE

Nous rappellerons ici différents résultats en dé-
crivant briévement certaines méthodes de mesure,

Précisons tout de suite que nous parlons ici de nu-
ages formés par des gouttelettes d'eau, nous ne nous oc-
cupons pas des nuages de glace. Les mesures directes ne
sont possibles qu'en montagne ou en "chambres a brouil-
lard" qui permettent la création de nuages artificiels,

Notons aussi que les gouttelettes d'eau ne doivent
pas 8tre modifiées par le procédé de mesure utilisé,
Pour mesurer les diamétres de ces gouttelettes et leur
répartition granulométrique on peut les capter et les
observer au microscope, La captation peut 8tre électri-
que, par électrisation des gouttes d'eau qui sont ensui-
te soumises & un champ é€lectrique convenable et recueil-
lies dans de l'huile de paraffine[ﬁI]. Un obstacle com-
posé de fils trés fins (diamétre de l'ordre du ) per-
met une bonne captation des gouttelettes d'eau, y com-
pris les plus fines [3_. Une méthode trés séduisante
consiste & se servir de la détection photoélectrique ;
on fait passer dans le champ d'un microscope les gouttes
d'eau en suspension dans l'air qui composent le nuage,
L'intensité lumineuse diffusée par la goutte est envoyée
sur un photomultiplicateurLZil.

Pour concrétiser les résultats obtenus par ces dif-
férentes méthodes nous présentons ci-dessous certains
résultats obtenus par J. BRICARD au sommet du Puy-de-
D8me ('m étant le rayon moyen des particules consti-

tuant le nuage) LBJ)[AJ,

om
Nimbostratus 9s8 ¥
Stratocumulus 756 V
Cumulus 5,4 H
Stratus 4,2 V

La répartition granulométrique présente l'allure
générale d'une courbe de Gauss avec en plus une forte
remontée pour les diamétres inférieurs & & 1) (fig. I)
Ez] . Nous ne tiendrons pas compte de ces particules



fines dans nos calculs, Evidemment cette répartition gra
nulométrique varie énormément avec le type du nuage. Nous
avons donc clicisi un type de nuage déja employé dans des
calculs,

CHOIX DU MODELE DE NUAGE

1) Choix de la granulométrie

D. DEIRMENDJIAN a établi une formule générale pour
la granulométrie des nuages et des aérosols ES]

Si dN est le nombre de gouttes de rayon compris en-

tre r et © 4+ dr, la fonction de répartition sera
aN s : = ,--—bY“
il .Y . K&
o (r]

oll a, b, #Xet 6 sant des constantes positives,

Avec &£ = 6, b = 1,5, ¥ = 1 (rayon moyen vz= & ¥ )
et N = 100 gouttes/ cm3 étant le nombre total de gouttes
par cm3d, nous avons, & N

n {r) = 2,375 . rO e T Cwn P et
ol r est exprimé en microns et la concentration en nom-
bre de gouttes par cm3d, Cette distribution correspond
pratiquement & la granulométrie d'un Cumulus de type I

ﬂ{], La formule (1,1), d'aprés les travaux de D. DEIR-
MENDJIAN, peut représenter un grand nombre de disbribu-
tions granulométriques, Le calcul de la granulométrie
(1,2) est programmé et le résultat est représenté sur l=a
figure (2).

2) Choix de la géométrie du nuage

Nous avons €té obligés de choisir une géométrie de
nuage quiy, bien qu'éloignée de celle des nuages réels,
représemte en moyenne une approXimation raisonnable, car
les nuages sont en général trés étendus horizontalement
par rapport & leur épaisseur ; elle est valable en cham-
bre & nuages artificiels,

Nous considérons ici cue le nuage est un milieu li-
mité par deux plans paralléles infinis et dont les pro-
priétés sont constantes dans um plan horizontal., Ce choix
a permis de mettre au point plus facilement la méthade de
calcul, L'introduction de formes plus complexes gm&nerait
des transformations profondes dans la méthade de calcul ;
il faudreit d'ailleurs introduire deux variables supplé-
mentaires pour traiter le probléme, ce qui compliquerait
beaucoup sa résolution, Donc en dehors des variables défi-
nissant une direction nous n'aurons besoin que d'une va-
riable dimensionnelle,;z l'altitude,car nous pouvons con-
sidérer que l'intensité de la lumiére dans le nuage est
une fonction de Z indépendamment de tout autre variable



dimensionnelle la solution étant identique pour tout
point d'un m&me plan horizontal. Nous supposeraons de
plus cue seul le nombre total de gouttes peut varier
avec l'altitude z, la répartition granulométrique res-
tant constante.

III - QHOIX DES LOMGUEURS D'ONDES

Nous considérons d'abord que le nuage est unique-
ment formé de gouttelettes d'eau en suspension dans un
milieu transparent . Nous devons donc effectuer les cal-
culs pour les fen&tres des gaz atmosphériques % ces fe-
nétres existent & : A\ = 10y = 3,98 = 2,2p= 1,60 ~
1,2 p - 1,02 et au-dessous de 0,85Y Nous nous sommes
attachés particuliérement & l'étude de deux longueurs
d'ondes D= D,7}Jet > = EO M qui donnent deux cas
typiques extrémes.

AD,T caomme aux plus courtes longueurs d'onde
1'absorption propre de l'eau est pratiquement négligea-
ble. Ce cas, pour lequel le rappaort r/)\ est trés grand
pose beaucoup de problémes numé€ricues et de‘ce fait cons-
titue un excellent test qui nous a obligé & apporter plu-
sieurs améliorations pratiques dans mos calculs,

A= 10 p est située dans l'infrarouge moyen, A cet-
te longueur d'onde l'absorption propre du nuage est im-
portante et 1l'émission propre du nuage est & = n maximum
vu les températures atmosphériques. Le rayonnement solai-
re est faible a )X = 10 Mo

D. DEIRMENDJIAN nous donne dans son rapport de la
Rand Corporation de Juillet 1962 une partie des données
optiques nécessaires au traitement des cas précités.

Nous prendraons pour l'eau un indice m = 1,33 a PN
= D,?iJEt m= 1,212 - 0,060 i & 2> = lD};, données citées
€galement par D. DEIRMENDJIAN.
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CHAPITRE II

Etude de la Fonction de Jiffusion




Dans ce chapitre nous allons étudier le transfecrt
de rayonnement dans un nuage., Dans une large bande de
longueur d'onde, visible et proche infrarouge, la dif-
fusion du rayonnement solaire par les gouttes d'eau
constituant le nuage sera le seul phénoméne dont nous
tiendxons compte 3 & partir de X = 4 environ nous de-
vrons introduire en plus le phénoméne d'émission prapre
du nuage qui deviendra rapidement prépondérant. Nous
utiliserons dans cette étude deux notions celle"d'albe-
do pour une diffusion" et celle de Tonction de diffu-
sion.

I - DEFINITION DE "L'ALBEDO POUR UNE DIFFUSION™

| s
! Soit un flux @ de rayon-

s . e nement monochromatique se propa-
3 E+dE geant par onde plane et tombant
o | perpendiculairement sur une tran-

che d'épaisseur dx dwu milieu ab~
sorbant“_A la sortie le fiux ez
AN o devenu ,‘é??f‘r'dgi‘X

R e b
(241) que nous écrirons B cdh=2+ Ao+ d Do ?
(2,2} Ch§i5~)£‘§ .do est le flux perdu par absorp-
' 5 R B doe tion
{2,3) )RR e s MR est le flux perdu par diffu-
sion
(2,4) ) nous aurons donc c]_@:,(/g,;&}_é. doe = - K. P .dx
Nous appellerons /2 coefficient d'absorption
? propre
& coefficient de diffusion,
K =3 £ coefficient d'absorption
totale .
Nous appellerons "albedo pour une diffusion" le
rapport
..k... 2 K = L e PN

K k +[3

Dans la suite de l!'exposé cet "albédo pour une dif-
fusion" sera toujours appelé ZiJ,

IT -~ DEFINTTION DE LA FONCYION DFE DIFFUSION

- Définition pour une goutte
7 L'intensité diffusée par

? . - -z .
A une particule sphérique rece-
3 vant 1l'écleirement E d'une di-
T Xom
T

i rection 8,

x




(2,6)

(2,7)

(2,8)

(2,9)

dans une direction B faisant l'angle ®avec S est :

I (9) =E x f (om,>») f est la fonction de diffusion
dépendant de © , de la longueur d'onde du rayonnement,
du diametre a et de 1'indice m de la goutte, Nous appel--
lerons indicatrice de diffusion le diagramme f (8 ),

Cette fonction est définie rigoureusement par la théorie
de Mie [37] .

~ Définition pour un_nuage

Nous cansidéraons que les gouttes formant le nuage
sont réparties au hasard, agitées de mouvement irrégu«
liers et suffisamment éloignées les unes des autres pouxr
gque la diffusion par les différentes gouttes soilt indé-
pendante, De ce fait nous pouvons additionner les inten-
sités diffusées par les diff rentes particules, Un élé-
ment de volume dv qui contient N particules identiques
par unité de volume diffuse une intensité

I:EHN:%“%Q)W¢%).&V

Si dans 1'é€lément de volume il y a divers types de
gouttes le nombre de gouttes de l'espéce i étant Ni nous
aurons

o< .
1 ‘:t Z__ N‘\,- ‘%(G;Q\,1\’Y\L,,\).a\/.
%
En lumiére monochromatique et & l'échelle macros-
copique nous définirons donc une fonction de diffusion

Si f (@) est indépendante de ® la diffusion est
dite isotzrope.

ITIT - ETUDE DE LA FONCTION DE DIFFUSION

Nous parlerons dans ce paragraphe de la représen-
tation mathématicque de la fonction de diffusion pour
une goutte d'eau, €tude que nous etendrons ensuite au
nuage.

- Ftude pour une goutte dl'eau

Posons {-(8)= K . D@ = e . o ()

2NN t

47(63) est la fonction de phase, 0On peut démontrer qu'avec

o

(2,10) }._)::uss»e Yi"F()»dP = .
lﬁ‘ )



Dans le cas de la diffusion isotrope (}))-_- 1. Pour la
suite des calculs la forme mathématique la plus avanta-
geuse de la fonction de phase est un développement en
série de polynomes de LEGENDRE.

(2,11) p(O) = Z Pp  Telws o)

l'utilité de ce dBVBloppement apparalitra dans la suite
de l'exposé (voir Chapitre III),

Il nous reste donc & calculer les /32 o Ces coef-
ficients peuvent 8tre exprimés exactement a partir des
coefficients classiques AR et B4 de la théorie de MIE,
Ce calcul a été fait par M. HERMAN T[8] qui trouve

-2 : 2™
(2,12) ﬂ,az 2.7 Ty / Fit)
(2,13) H=2 00/~ est le paramétre classique de
MIE
r = rayon de la goutte,

X = longueur d'onde,

(213_4) ol ny: Fir) = : F(d) est le caoefficient
de diffusion de MIE'(pour une goutte Gy -K = Il Fée )

ﬂ€= quantité définie & partir des coefficients
de MIE .

Tan=5 L atn k) biL R (r bLel™ Win
T o]

oy L= )
B Sie = A povr L O \E){,Q:Q xgouw {,#O
0 y . -
T =y iaw&x&UqMTﬁh
Y\::& L:O
avec aln b)) = Hun. B (““\2"\‘ b(c,g?)— Hieo: ko
) ) = <<'?M»L‘?’> ya) ) oy
C(‘ﬂ,@} = H =B (4R a) &CL/'Q =Hg e Thy

H o+ es(zn+ 2Bt 3)
p . 2
Hﬁ,—.-gzgf)f.z Eo(ql) ;

( ]
-\/\/—Ln:Z[R&(Dh v Ra(D\'\—rU\"‘Im (D). LW\\DW*%{T
+ R (Ln-i) R (el ) + T (Cn-l). Km(\(—h-\r\‘\.";

VLH:—Z(R (Dn L‘) Re_(Dh-&L«*")-& Im\DY--\.-/ I (Dm+f.*"".>

3 Re (anL)ﬁﬂ*’ Cre Lt 1)+ 11‘?’?((.."\ L ) —K.m (('“'\‘L*-l\l
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Re et Im désignent respectivement les parties réel-
les et imaginaires des gquantités complexes

(2,24) Cp=R-"BRa+ (2R+a) %;_’;_O(AMLK +4-B Qreg+r)

0
(2,22) Dp=RAp+ (2f+t) g_,_ (BoR+2gsn- AR 2gen)

Ces calculs ont été programmés au Laboratoire de
Calcul Numéricque de LILLE et sont en cours d'exploita-

tion pour les cas ¢ui nous intéressent dans ce problé-
me .,

- Etude pour un nuage

Nous avons vu précédemment que pour le type de nua-
ge choisi la granulométrie est donnée par la formule

(1, 2)
En posant o = 27T/ nous avons pour N =
100 gouttes/cm3
2,23 o S s — S
’ g : ZT (ZJT> .

’ 5 - o . - t;
Nous allons utiliser une granulométrie corrigée n (o]
en tenant compte de la section efficace de diffusion,

Cette section efficace de diffusion tient compte de
l'importance relative des intensités diffusées par des
gouttes voisines de rayons différents,

Pour une goutte de rayon r recevant l'éclairement
F , l'intensité diffusée est

(2,24) Tre)= Fer). T25. plo). E

4

TriFriétant le "coefficient de diffusion de MIE" pour la
goutte de rayon r.

Dans un nuage ol nous avons une granulométrie n (x),
pour un élément de volume unité nous aurons :

e . <9
(2,25) [le)y=E J F o, T p(8). nie.dr
L LT

. - . g’ N
ce qui s'écrit avec Ae 2T/ A ljk

o
peods 7, e Lm0 Veleose)
e:bi



(2,26)

(2,27)

(2,28)

(2,31)

(2,32)

(2,33)

44

T B J Fa), TAR® nea). dot S B (mx). Pe(eso).
G 4 ank L

Nous voulons écrire cette formule sous la forme

s
~ E S A P Cos @
v @
mz " :
ot le coefficient de diffusion k vaut k‘:‘j%ﬁz‘ F'—('().TTMf?’.\@I-‘:}f"\/'
&

dans ce cas nous aurons

T joi’: F (o). T AR k). Bl )
I0)= E k. Ppleasey fdme PO T
s LU [T e nAT G
e o Lc\"{\ R
posons ’\,\)(q()r: n k). "ﬁ'.?(»‘j ? (ol ) ‘
nous obtiendrons PN
R vf ). (m, =) d=
po e e e ca R U RO \
L(e) = &= %) S ;
) e—;Q <n (5() . do( ’
°

donc pour le nuage en comparant (2,27) et (2,31)

i !
,j 4#64},/@2. el
o

o
j nltat). dex
()

JoRE

o

3 \ :
Nous remplacerons l'intégrale j "“\C-“)-/?"QC’()-()-':><
par une somme Timnie =

ez 3‘: 7 [* CON DUy

avec



Nous pourrons calculer M'(>i)a partir de la formule
(2,23) et avec les tables de B (m, &) établies
& partir des formules ci-dessus au service de calcul nu-
mérique nous pouvons calculex les/?g gorreopandants auy

Bugus 8% 48 la Jonglmndd o sudle shoisis,

IV - RESULTATS OBTENUS - Calcul des /> ¢ du nuage type
pour les X choisis 10 p et
0,7\

- pour A = lD;)aau absorbante

Nous avons donc pris comme indice de l'eau

m= 1,212 -0,060 i. Le rayan mayen des gouttes es% de
4 1 ce qui correspond pour »= 10 F)é un & moyen
Ay = 2,5. Le tableau (2) ci-aprés nous donne une idée
des valeurs des g obtenuaspour des valeurs de
autour de ¥m . En faisant varier X et en appliquant
la formule (2,38) nous avons obtenu le tableau de /2 e
(2 bis). Nous nous sommes arr@tés & 34 car pour

4> 14 les//ag deviennent négligeables en regard de
la précision demandée & la méthode de calcul emplayée
dans le chapitre IV. Ces ,3& naus ont permis de tracer
1'indicatrice de diffusion,fig (3).

- pour X = 0,7 %

L'indice de 1'eau est m = 1,33 (absorption
négligeable). Pour un m&me rayon moyen des gouttes de 4
nous aurons ici un K moyen = 36, or le temps de calcul
des <! croit & peu pres comm ¢<%; nous arrivons donc
a des calculs extrémement longs et nous avons obtenu les
valeurs des ,3Ba jusqu'a & = 400 , Les valeurs de
ces/ﬁBQ nous montrent que pour définir carrectement 1'in-
dicatrice de diffusion il faudra tenir compte de ces coef-
ficients jusqu'a £ 2200 ce qui posera des probl2mes pour
la résolution de l'équation de transfert dont nous parle-
rons dans la suite de l'axposé, Comme exemple nous don-
nons dans le tableau (5) les /23 pour &y = 36,
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CAAPITR RE ITI

Equation de Transfert - Méthodes de Résolution




Dans ce chapitre, nous allons établir 1l'équation de
transfert pour un rayonnement monochromatique dans un mi-
lieu diffusant, @ la suite de quoi nous passerons en revue
les différentes méthodes de résoclution que l'on peut em-
ployer, pour enfin détuiller la méthode que nous avons
choisie,

I) EQUATION DE TRANSFERT POUR UN RAYONNEMENT MONOCHROMATIQUE ET

CONDITIONS LIMITES

(3,1)

(3,2)

(3,3)

(3,4)

(3,5)

Cette équation de {ramsfert s'établit en écrivant
le bilan énergétigque dans un petit é€lément de volume, Nous
appelerons I (M, &) la luminance énergétique du rayonne-
ment au point M se propageant dans la direction . L'é1é-
ment de volume choisi sera un petit cylindre de base dar
et de hauteur ds autour de la direction s au point M.

Flux entrant
F,= TONE) deodo

(dw = angle sclide du pinceau)

Flux sartant @

djgw-[T{Fq&g)%—égigﬁﬁgg5£4}&cu_d§‘

A
flux perdu par absorption et diffusion :

: 5 T ) A s da— A
D, =K. @ da= My T, E) dws. dom.da

1 i

ot K (M) - coefficient d'absorption totale au peint M,

Dans la direction s on gagne un. autre flux soit parxr
diffusion dans l!'élément de volume da-etédu rayonnement ve-
nant d'autres directions, soitt par émission thermique de
cet élément de volume de- oA,

Naus écrirons ce flux @

y iy ? W
T, = W(M). T, B dou. damaa

5 B

J(M, &) étant la fonction source au point M dans la direc-
tion 8%

Nous appliquans le théoréme de la conservation de 1l'é-
nergie

@6“ éz,“i &2_“’““@.& \

/



(3,6)

(3,7)

(3,8)

(3,9)

(3,10)

ce qui donne l'équation générale de transfert

dTONE) o k) [T F) - T, 2]

c[\ &
équation valable ®n rayonnement monochromatique,

Dans le probléme qui nous intéresse, nous scrans

amenés a nous servir du flux & travers un élément de
~—

* —
surface 3 si (s, n) est l'angle entre et la normale

3 A
n a la surface, nous aurons :

Fal ol 1) dw
espace
Expression de la Fonction source

Le milieu supposé homogéne est caractérisé en un
point cuelconque M par K, &let o (8, 8') (définis au
chapitre I1) (8, &') d851gnant l'angle de diffusion

€& entre les deux directions'g, ?ﬁ.

Nous allons exprimer J (M, “8) dans le cas d'un
milieu diffusant : '

l'elemunt de volume do~ds regoit d'une direction quel-
conque §' un éclairement I (M, 3') d ' et diffuse

vers A o

une intensité 1 (M, §') du!.kfvﬂuEUOCM)_/F(rqﬂEUAQ_&A.dmj
flux diffusé dans ol Lot d

6\52_"' KM . SO I{M:ﬁ)/?(m}zﬁlﬁl) des! A . do dus

LT

Nous aurons donc pour le flux diffusé par toutes
A . —
les directions §'!

$,- KWe dodemaw | IMIT). »(F,7) de’
4T espect

Nous aurons donc la fongtion source

T, %)= el [L02) @237, duws

4LA}>&¢€

Si on considere I camme la luminance du seul
rayonnement diffus, en traitant séparément le rayonne-
ment directement transmis des sources,les sources E;L
(intérieures ou extérieures au mlllcu) produisant un



(3,11)

(3,12)

(3,13)

(3,14)

(3,15)

)
éclairement EZL en M dans la direction,Acldonneront
un flux diffus dans la direction B

b \ Y. Ao da.d
Bo= 7= G Bl BT A ddide,

.oour\t..esff
L
Le flux total sera @5&4" QEL_ et on aura fina-
lement comme fonction source
By o A g - ’z l A2 »->'
j(M)A>- N..QJ(I(F’\ A)‘F(,.s N4 W+qﬁ ZEL,.}PkA,

“p. Souwt &5

Jusqu'a présent nous zvons négligé le phénoméne
d'émission thermique de 1'élément de volume, Nous sup-
poserons que cette émission est isotrope, Si'//3 est le
coefficient d'absorption propre du milieu nods pourrons
écrire que le flux gagné dans un élémemt d'angle solide
sera

B = 3y, BETIAT] . de da. S
- /

Rl . : s L
Uuﬂ%tant la luminance énergitique du corps noir & la
température T du point M,

Cela nous donnera la nouvelle fonction source

Tim,B) - A2 BITen]

< gty MY ;
L ooas [ LA, &) ?’J‘A).Quq
e Ja & P
4 e T T 1O&JAM£T>
&

SC}J‘f‘(st Q,
\

d'ol q4_ 0 = /Cé_

Nous €crirons finalement la fonction source sous
la forme :

N ~ N s e i N _\E;SJ.'_D‘ f I( M\l ;Xﬁj - (:éﬁ jx) d' kit \
=it | A Y (A-T0Gg ) ED(-T ) 4l eéP l s
y e 3{ te 49(16 22

LT gauvies
en reportant cette expression dans la formule (3,6) nous

obtenons l'équation de transfert sous la forme qui nous
servira dans la suite des calculs,



(3,16)

(3,17)

(3,18)

I1)Equation de transfert pour un nuage

Nous n'introduirons pas ici le terme d 3 l'émis-
sian : le traitement de ce term fera l'objet d'un para-
graphe particulier dens la suite de l'expasé,

Nous allons d'abord écrire l'équation de transfert
en précisant les variables,

Comme nous considérons que le milieu est limité
par deux plans paralléles, nous repérerons donc un point
M dans ce wmilieu uniquement pzr son altitude z., Une di-
rection § sera repérée par l'azimuth W et par le cosi-
mus de la colatitude p = cos @

\ \ \ \ As o Po) +7%
\Xl \ \ \\éﬂ {} ==
> ,Q e C P e o s
et S LA S
AN NI A B )
R e e :
= '
Lt E;JA f
Q’ ~~ E i %—
P
z e X
Posons T = )<Lﬁ).d§, €paisseur optique de

la couche ('Z—-'ﬁ)_.? Nene dZ= - FWUY).dz.
'

[ JQ k\ka)ACA%' Epaisseur optique to-
tale (nota : si le milieu est homogéne K (z) = Constan-

JCB),' .
SO A m,”?‘j{)sont supposis indépendants de z,
) 7,

Supposons le milieu éclairé par un faisceau paral-
lele de direction _J.) ( Ms, Po )Seibyw F l'éclairement pro-
duit par lggfgisceaw sur un plan perpendiculaire a la
direction Ao k}ﬁogvo) . Le faisceau éclaire la face su-

périeure du nuage et on admet qu'il n'cst pas réfracté.

Reprenons l'é€quation de transfert

-2 70 :

. . =) BTN o e ol P ) o) \:! ! ) — ;
JLCMME). el Tom - Be | T B2 Bt oo
i : ‘ .
o ST OBl g (B 5D
o R A
Souvte s 3. ‘
2 g ; 0\ “T.
das A a L Rags T
e & U ﬁ }\j

X

Al E . arlzpe) de o o, AT e
Ae d = A / s




<

L'quation de transfert s'écrira maintenant

T
(3,19) (P dI (P o Tte, Py - ”“3 JiCC;T‘f g (o) dipely?

Jd <
% A T/
{ ~ % TR Gt - e
nE ¢ /H’et ant l'éclairement du falsceau transmis a la

profondeur z,

2) Expression des conditions limites

Les conditions limites seront données par le rayon-
nement diffus regu par le nuage sur sa face supérieure
et sur sa face inférieure, seul le rayonnement solaire
direct gera inclus dans la fonction source.

Nous appellerons ) 8 (ﬂq‘?l la luminance regue par
la face supérioure/
Ik CﬁJ/V) la luminance regue par
la face inférieure qui
scra le rayonnement é-
mis ou réfléchi par le

sol,

Ces luminances seront daonnées par l'expérience.

Dans les exemples de calculs qui suivent, nous a-
vons pris

(3:20) = ILC‘H}QQ}( - Q

r({ C/U, Lp} = G

les programmes de calcul prévoyant l'introduction de
conditions limites non nulles; la modification & appor-
ter est d'ailleurs minime comme nhous le verrons dans le
détail des calculs,

II) METHODES ET TRAVAUX ANTERIEURS

L'équation de transfert que nous venons d!'établir
a €té traitée de plusieurs fagons, mais la plupart des
travaux ont été consacrés & la diffusion isotrope, ou
a des lois de diffusion relativement simples. Nous ne
prétendons pas donner ici une revue compl&te de ces tra-
vaux, mais nous préférons donner quelques détails sur
les méthodes que nous avons étudiées, en essayant de
justifier le choix final que nous avons fait de la mé-
thode des harmoniques sphérigues. Toutes ces méthodes




(3421)

(3,22)

(3,23)

(3,24)

(3,25)

4.5

ont un point commun de départ ; elles supposentiunp ex-
pression mathématique de la fonction de diffusion per-
mettant un développement de la solution en fonction de
1'azimuth.

I) Développement en fonction de 1l'azimuth

Nous avons vu dens le chapitre II que nous avions
développé sous forme de somme de polynomes de LEGENDRE,
1'indicatrice_de diffusion “» (@) ou

i..._) ‘
g

,-'“,(7(‘,9\) = Z_ /D)C‘« P&QCOS 63
§ L= ol

le développement étant limité & L termes lorsque les
suivants sont négligeables, avec

[Beo =1 pour satisfaire & la normalisation
e

2= ) g dy;
-4 ’

S est l'angle entre les directions PM(F ] et
( P ; on peut donec utiliser le théoréme d'addi-
n des fonctions de LEGENDRE
2.

P, (tos Cypsph €)= (2 Sas) P P s ARG

avec DA L AL A = O
A Ll R b ASETO
o e |
Bx ‘Pj C }L Ju jlgfg. - (4 -M Ly /- ) :{WM ()
S @"?'*AN J A

: Pe (M)

fonction de LEGENDRE associée, Remarquons que
est le polynome de LEGENDRE d'ordre 1I.

Nous aurans alors,en inversant l'ordre des som-
mations,la fonction de phase

T
PP pY) > GuBod) e d CESYT for T EELEY,

g=l



yll=]

Développons maintenant ICE;H:P) en s€rie de LOS,S((Fw‘Fa)

o0
- . ’
(3,26) Te;pmp= 5 1 (7,10} (2= 8os), cos A(P-Fa) .
/L’):-'"
ce développement se limite & L termes car lorsque 1l'on
reporte les expressions (3, 25 - 26) dans l'eguatlon
(33, 19 ) nous avons des intégrations sur ‘P de 1la
forme
€. |
J’ Les AL \‘fﬂ.C. ”"/(f”ﬁ%f o @ |
(o]
Bi 2 o & 4 intégrale = O
(3,27) Bf 8 g b =Q intégrale = 27]
ai § Ol FEP intégrale = Tl cos A(P-Pa) _

o Donc l'équation de trans« ert s'écrira
Fal dIE L. can aCP-Fo) = 52 recz,p ) cos 40P Fo)

L:z0 d Aza

e
(3y28) e g {12‘://{..‘/) zm: (L"soé c,c,o,d(q’-(?o } F@F (}J P'OCP)

w4 T Ej - | |
_‘_*3_3.) f_f.ww_cp}?[ SV F{-‘-FA(H)PA(M-C‘P,
2 i Forat
: "l. }:O
Comme l'ensemble des cos s ( “f — Lp b B

ensemble complet, cette équation se décompose en (L + I)
équations de la forme

Z
QX f } (?( G,/
(3,29) P AL7CH0) - 19¢ Z’,/J}mf’% F e® o PECMY . Filp

ci (,(

T4z, ). 'f ﬁé Bo(p). B, dpt

En effet pour -A:>L_ ces équations s'écrivent

(3,230) P dIMEP) s 2 (PP = I‘A(Z,W.cm ALCH- )

OK‘Z.

qui intégrées donnent

(3,31) Itz p) = Ral)). 2 i i



1

on supposera que les conditions limites sont telles que

[*(0 ) w<e) =o RaCy.) - [,(z,p)=o
332) Aott
(3 2 I-{)(ZT;}""?o =0 0‘ zg{.d }).;.)-«— CLOMC

o AT L‘
l

Lmour A>L
!

;9a [CRCT L—

C'est & partir des (L + I) é€quations (3,29) que
nous exposerons plusieurs des méthodes qui suivent,

2) Méthode des ardaonnées discrétes de CHANDRASEKHARI?%]
L4062

Nous allons résoudre chacune des équations (3,29)
en remplagant l'intégrale par une somme Tinie en em-
ployant la formule de quadrature de GAUSS

+d

IR RIS P SRV 1%
4:’-— P

=

les }44_ €tant les zéros du polynome de LEGENDRE FQPQJ' :
/'r'!. / i

KA = T ._.E._-»..—- - aJ = a_ i

(3,34) k l—;-;'l (IU/.>J1 [J»—)‘J )4 )"/' }Jé- ) é/

les @J sont les nombres de CHRISTOFFEL correspondants,

Dans le cas ol %{}Jﬁ est un polynome de degré £4p-1
la formule (3,33) est rigoureuse,

Nous aurons
" ;? .
(3,35) L Wity
o M

Il

I si £ pair pour Q— < 4p- 4

0 si f’impair R i W,

1l

Chacune des équations (3,29) se décompose alors
en un systéme de ZfD équations dlffercntlelles liné-

aires
(3,36) p@,tﬁz_gfﬁﬁg) Iz Pg) - Gl . @ Typn ? /%g EA(VQ) > p,)
A T
F’
o Pop i e A T

Q

<
=

il
,A
=5

i
+
-



Pour tenir compte ce tous les termes du développe-
ment de fFCG il faut que QP-*;,‘?'ZL.

- Solution du systéme homogéne associé a (3,36)

Nous chercherons des solutions de la forme
Qa1 TPL7 pye gHPy) . 27T avee gmtate ity

(3:38) En posant ""7%’3: A ““T a: (J’,Q\d 8,45(1_, \)
Sy T L

nous aurons en reportant (3,37, dans (3,36)

I
09§t ()= s 5 pe Ry

En se servant du fait que

- ?\ '*1 o 2 LN
i agt A C g P C}vg P{; (f’/ e
(3,40) d He) - Fa (o) /. Lf'[/ u). o W
-4 28+4

(les fonctions Eg(}l}utilisées étant normalisées) et
en utilisant la relation de récurrence des fonctions
de LEGENDRE

: hehgdatecatoos -4
(3,41) P (20+4), }—f(w:\[(gw}z._m (H AT 2= P p)

nous pourrons démontier la relation de récurrence

P
(3,42) I/[\/QEMJ‘:- A% :%-A + VB s /Ee_ij = Ez&i -Woﬁé]:%:

£+4
pour 1 = 8y B8 4 I; enves L
o
Cette relation nous définit les )(Ayé partir
gt
e A
3,43 et d 5 -
( » ) S wD/A 4 = @

En reportant (3,39) dans (3,38) écrit pour 2 8,
on peut écrire l'équation caractéristique qui définit V



(3,44)

(3,45)

(3,46)

(3,47)

(3,48)

(38,49)

(3,50)

(3,51)

f | L
= T Az S0 e
i ;;ch_-;),y S L e Bipo. 3,0,

2
cette cquatlon est de degré P en Vet donne 2 v
racines +z/

- Solution particuliére du systdme complet (3,36)

Nous chercherons une solution particuliére de la
forme

[0z by ) = A2 Cpy) e =70

Posons
Jred >i s wag). A pe) +.-Z Rf(}/o) ]
A

O :—P

nous pouvons écrire

[
Pa #Aepyy = Ry - ) P Pj(})é’)
T

Feo

En se servant de (3,40) et de (3,41) on peut démontrer
la relation de récurrence

A @0 =a? 5 +VTa® Uy | Bt~ cnfe] o}
/Jo Q-f"i
qui est la méme relation que pour les ;354, ; donc

by 74;(},#) ¥

Avec (3,49) 1l'équation (3,47) donne

o S M/uo e

En portant ce résultat dans (3,46) écrit pour
P = £ nous avons l'expression de Kgf

Y7o Fra . PL(pa)

: TR
1- @ 5 24 Filh) S om, RA(p) . 37 (Mol
: %“L-;Je/wo gl £ 3 o
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Le solution générale du systéme d'équations (3,36)

Sera P » yO(Z L " % 3
’ " JQ e’ - (ﬁll. (b’
(3,52) I/S(z, ‘J“ = GO, Z_r /M"i Pa e ;ﬁ/—‘;e ¥ Bg A J
| . . ; .
+ &o 9y eZ///Ja > Ve Pj(ﬁ’fg}. ”,5264/;1@)
‘4.. - }Jé« f—’o 1_7_:‘/; s

4 - . - 5 £
Les ,ﬁd sont les constantes d'intégration défi-
nies par les conditions aux limites,

- Avanteges et inconvénients de cette mEthode

L'idée de calculer I pour un certein nombre de di-
rections est rationnelle ; elle permet d'appliquer exac+
tement les conditions limites pour ces directions ; mais
elles ne sont pas satisfaites pour les autres P. La pré-
cision de cette méthode est limitée par l'approximation
dle au remplacement de l'intégrale
\‘l"{. ‘_I:\' e ( e ; /
/ I’ACZ;)}J’) Z_‘ ﬁe‘&(}Jl P/J C}J)Oiid
1 L=

[

par une somme finie, Pour le m&me ordre d’approximationp,
la précision pour le terme 4 = © est exactement la mé-
me que pour la méthode des harmoniques sphériques que
nous verrons plus loin, @ :eci peut se Justifier mathéma-
tiquement et nous 1'avons vérifiée sur un exemple numé-
rique (voir chap. IV). Pour les autres 4, la précision
est du méme ordre.

Une raison majeure nous a fait rejeter cette métho-
de. Lorsque p devient un peu élevé de grosses difficul-
tés apparaissent en calcul numérique, par exemple il
faut développer et résoudre l'équation (3,44) de dégré
pen L%et son traitement en calcul numérique est dé-
licat,

D'autre part cette méthode semble plus difficile
a étendre & d'autres géométries ou au probliEme de la po-
larisation que la méthode des harmoniques sphériques,
Elle semble donc un peu moins générale,



(3,53)

(3,54)

3) Méthode des principes d'invariance

ment
ment
VEers

T et

I (o

(AMBARZUMIAN - CHANDRASEKHAR) [I1]

Cette méthode que nous exposerons tres succinte-
ne permet de calculer facilement que le rayonne-
sortant d'une couclie diffusante vers le haut et
le bas (mais d'une fagon exacte).

Nous introduirons des fonctions de transmission
de réflexion S définies par

+ Pzw) = 75%?? - 5567:1} H}Tn}f’OfﬁQ- F

I (Z’»x,—fi,“?) = 4 ; T Z'i/ fd/ JJ\JDI(Fc).

1G4

-~ Enoncé des principes d'invariance

4y

Fo= [cosol.

7 P di ‘ :
R i , / j i [ //[" 22005y N NN RN AN A S\ M z

| VEZ T T2 77777

,,,,,,,

I (2 T+

réflexion de F
et de I(Z‘-N)

S ‘ — . s o /: il k. f'f / Lo 7::1

e I (0P ) = J(tiﬁiﬂ):

-l
~ !
7
2
I

réflexion de | réflexian de F . transmission
bl ('Z +p ) et | et transmission ‘de F et I

par (T,-7T). ltransmlss:mn lde I (T;+F ) (Z)——f« )

fI.CZ)+

(3,55) <

Iz —p, |

(3’56) i : oy 5 1 tap )
o s S iy P )T ERTENL A FWAN. P
: Lﬂﬁfjoja CCJV”?sP”T/~ L ).

AN

' de F par UZ1 . | par L] :par A

lLes 4 pr1nc1pes d'invariance s'expriment pa

B = ;n:%#m. 8L Te-T; p,%?;FaJ%%).F

1 ™ / -

i
{;C"{“;}‘/lkpi Wi, P ) B = BT | P P pe  Fel.F
! ”r ¢
: }_,\g ulw“) I('C u \P'\ (.““J aw!
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LTl e €O Fe m . T(Za-T5 P e W) F
4 \
(3’58) V.—651 z)/;»l = : L“( | 1t IR
e Iz -V,‘f’)+—-~}u ] QT' TP P )-I(Zr-}J,\f) ).ci'r».’ci
~ Utilisation des principes d'invariance
On dérive ces quatre derniéres équations par rap-
port a T et on passe a la limite <= = 0 pour (3,55)
et (3,58), < o= T4 pour (3,56) et (3,57), en uti-
lisant les conditions limites (3,20) soit
I.'CG/‘“}*J: Lrp>;:o et I\:Ljil"r})‘y%)z R
En écrivant 1l'équation de transfert
(3,60) (% p). ALz 2p) o 1(z; 2p,F) - J(zxp, ),
L__
nous pourrons écrire
AT ) -
(3,61) | 228+ p) =414 2, 502 1y oy Fo)F = T (00, )
04\?:_ by ol * 13 e
% w, oA EmE \
41z, -y, %®) - A T(a;-p, )
(3,62) | 2 il I ¥ )7k )
(3,63) TdI(Z)*P%ﬂ\ == T{Tajrp )
z da ol L E tJ g
Y
AT ~r- y
dI(z;—p, )] =L Tl pathl=SCa) p, e
(3,64) ) [ MLy ;
5 d < AT=Ts
D'aprés la dbflﬂltlon de la fonctiq@ saurce
T TPl S T () e e ) 1 f [z e A4
(3,65) L4 ¢ /rwﬁ i)

2 CZ:!_;‘ }—J!i; &P”; \JQ(LF ) c\ i-J” W"j F‘

o [ — T2/ Mo -
(3,66) Jlzajap M= 2o € P'/PC:*'“V *"r“;‘?o).

it o e
4 ”‘ \'F m| KILF ! Fa ) 5 LP.) }J' O{LP F
4—4“ )0}\/»(4].; r’ ) bt,}- }‘) f" e



On obtient ainsi un systéme de L €quations définis-

sant les fonctions S et T et leurs dérivées ®S el O T
ST S

En développantJP(PﬁﬁMVQ Sy T, en fonction de 1'a-
zimuth et aprés plusi:zurs transformations des tquations,
nous obtenons la solution

L Vo A
g ;. ) ~em = v o \

(3 ,67) B i e s )
: = 230 ) B2 (7, o)
i o B "
e 25 (z:p). Yi(z )
14 T4, . S p, [ FRAVEG R Tl P
(3,60) (L= L) T pipa- ) | ey
avec ‘[’ i {)
oy s T BR [Fef
= P ¢ e P
’/A ¢ /Q i /A '
[ V) Falp)- Pp (p) ig,g)(]/’)ﬁ) ol
1 L a4 e
AL oo} : . = ( Jb)
(z: p)me-T/F Prlp) 3 X S5 A, j _Talpl
(3,70) Polzip)=e o) = kN T

Avantages et inconvénients

La méthode a l'avantage de fournir une solution

exacte dans les cas o0 l'on peut tabuler les fonctions

H et WV par itération numérique de (3,69) et (3,70).
Elle a été largement utilisée pour calculer le rayonne-
ment sortant vers le haut et vers le bas d'une couche
ayant une faonction de diffusion avec L<&2. Elle permet
également de tenir compte de la polarisation en diffu-
sion RAYLEIGH et a €té utilisé pour calculer la luminan-
ce du ciel clair par SEKERA, COULSON, DAVE. Mais elle
est difficilement utilisable pour L>2, c'est-~a-dire
pour les fonctions de diffusion gque nous rencontrerans
dans les nuages, méme en atilisant des calculateurs
puissants,



R

Nous ne nous servirons de la méthode gue dans le
cas particulier de la diffusion isotrope(/@w-é_ Sere™=0)
a titre de vérification de nos résultats Dbtenué par la
méthode des harmoniques sphériques,

) s ;
Posons \*QQC})}: ><3F0 )Q?DCH).z\V('P))

les équations (3,67) et (3,68) deviennent

+ﬁq,5\545 b Pe )z T [ ¥ (X o) = Y1 7 (o) ]

Y
—— e ] %3 ¢ il X(.U 7/( ‘o 1
4 ! Fa Tk P
(3,72) {ﬁ%ﬁ~~%). F(2e;p Po)= T L (P).X P IRAYy

Les fonctions X et Y sont définies par l'applica-
tion de (3,69) et de (3,70)
o

(3,73) Al =1+ .;.»Jf '& < ?’“xs_;u;,\,i:}:g).._y(,py_\/@»)].cl\y

(3,74) Y(p) = < ﬂ/wwo.,ajﬁ—*—“-fwv)w R V(] !

2

Dans le cas de la diffusion isatrape, nous possé-
dons une table des fonctions X ( = ) et Y ( - ) pour
différents ¥ ce qui nous a permis de faire des com-
paraisons avec nos calculs, E}\Izl

Avec 1 (1 O, — W ) g

; conditions limites
C

il

(3,75) IO(O)-FP\ T s BT s -}JQN_ VX( }—’) qu ) ——\’[( Y(U YI

(3,76) 'iq(z‘.l)-*))) = i T, A k}:-\,/(P>>\f<uo> 3 /\(( IJ)\/ (Pn\’] ‘

4) Autres méthodes

Aux méthodes des ordonnées discrétes et des harmo-
niques sphériques, on peut rattacher diverses méthodes
approchées qui se différencient par le clwoix des déve-
loppements employés pour 1, les méthodes de résolution
des systémes obtenus (directement ou par itération), les
ordres d'approximation choisis, Citons dans ce groupe
les travaux de FEIGELSON et de .ses collabarateurs[}ﬂgjj
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FEIGELSON a effectué des calculs dans le cas de cexrtains
nuages et ROMANOVA s'test efforcé d'introduire un traite-
ment aussi correct que possible des indicatrices a fort
maximum avant. Nous nous proposons de discuter ces tra-
vaux et d'effectuer cuelques comparaisons avec notre mé-
thode quand nous aurcas obtenu des résultats pour la
diffusion anisotrcpe. Citons également 1'étude entrepri-
se par BERTRAM; GEDHART, HODL et MOLLER, qui est encore
au stade préliminaire. [y

A la méthode des principes d'invariance, on peut
rattacher les méthodas der$IHVﬁri ant Imbodding" utili-
sés par BELLMAN et nALABJ REISONDORFER [4. 41 , UEND T},

GRANT [187] . et qui reposent sur des bases voisines.
Elles aboutissent également & das résolutions d!'équa-
tions intégrales par itération numérique, qui se pré-
tent bien & 1l'exploitation sur des calculateurs puis-
sants., Néanmoins leur extension & drs fonctions de dif-
fusion & plusieurs termes n'a pas enco.e été tentée et
semble difficile. Dans le mé&me groupe nous rangerons
encore la méthode utilisée par DAVE §'L9'3 pour la dif-
fusion RAYLEIGH par itération numérique de 1l'équation
intégrale que satisfait la fonction source et qui se
déduit facilement de l'équation de transfert.

IIT - METHODE DES HARMONIQUES SPHERLIQUES

(3,29)

(3,77)

(3,78)

‘ ‘ e
(DAVISON -~ diffusion des neutrons) [j{aj k*243

Reprenons les (L + I) équations issues du dévelaop-
pement en azimuth de l'éguation de trangfert

R
d I%°(z ) - 12z, p,.__&) . -L/’w} /“eF(u) I_A(po)
i ‘r L =l
d= [‘ X ‘
— o T = 5 rAEREES W,
%2 5 [ f e AP
ey 4
Nous allons développer les g en série de fonc--
tions ?’a\\
“\,“\:‘ N a %, \é/ %
Ple, pys 2 (2€+ 40 A5 Flp)
1’3:«6
limité a liordre N = 2 p~T+ s ( v = nombre entier
quelconque), o

é\ . { i & —~ J, \ 1
/ﬂafa): Z? ) ’ I (E1Tﬁ. s K%U.CLV.

L.



En utilisant la relation de récurrence ot Ltortho-
gonalité des fanctions de LEGENDRE

(3,79) p Py =Yl d® ROy o MEERT L pf ()

i

20 44 2E 3

+ . 5 ’
J PEp). s'ifw. dp=o Al x&E
(3,80) - ' \
:—_—,/..,.-_- PARV ./\\.::Q...
n 2 /:,
et en groupant les termes en ﬁé(??dans (3,29), ol l'an
a porté (3,77). nous aurons un systéme d'équationg jor:
les ,Dx_gf_t_)
S ;AL r SR ) )
& - ) PR oy S £,
(3,81) - Gl o J(fe) -0 dBs (2 044-T5 JEali /Jj’
67'4\ [a= d!\, T
P PN ) 2,
— @Wa . F. .gT/ Ve . F(L0)
i / /
ou s g-——'— Sg S+’_L a 5 8 &5 sa 0 09 N ,.
Si on vewt tenir compte des L termes du développe-
ient de/PC@) il faudra prendre P tel que 2 f? - + s
Chaque équation (3,29) est décomposée en 2r>équa—
tions différentielles lindéaires,
1) Solution générele du_systéme homogéne associt
On cherche une solution de la forme
'Q ’ .t -~ () 4 \ J*j—;\.:
(3,82) ALlz)= S, V). € ;
de ce fait les équations (3,81l) sans second nombre de-
viennent
........ 5 ) e Dy i o
(3 983) }/ [\/{ Z_F%& "L(_V) .Jrq[({.ll.a{) e B &55 Cwﬂ o= (»{, e ot A —wc/@e)o“u)

aVeC Z:S, S+i’ ® a5 e e e s @ :'N




(3,84)

(3,85)

(3,86)

(3,87)

(3,88)

Nous avons donc un systéme de 2 équations haomaogénes
a 2 inconnues qui définit les f 8 partir de 9% .
Nous prenons ﬁhf, 4 « Il faut que ces ZrquUatlDﬂS
soient compatibles.

Pour cela, le dézerminart du systéme P (- doit Btre
nul D () o o nous donne une équation caractéris-
tique de degre Foen Y* , nous aurons donc P paires de
racines )/ x MV,

P . N+
NOTA D()) = 0 est équivalent a %{A = 0

2) Solution particulidrs du systdme avec deuxidme nombre

2 o 3
/‘\\AL.C:)..::' -"‘?\/d -(_"(”'//')’“

est une solution particuliére du systéme complet. Cn POI-
tant cette solution dans (3,29) nous aurons un Oystemp
linéaire de CRANER de 2E>LCUgtlDﬂq a 2 P inconnues QU*

s 4 - b g | -&
4[}@J»Ai N%+M—~kp-ﬂ [£ 5420 il
He e 52 LT P P L)

avec —9: S8 5 4«4 , Ss w6 es N .8

3) Solution générale

Nous pouvons donc écrire

g, . & ,;) \ L =
AaEy = > kY gl oWT o g LT
C:—v J

L
les -&Asont les constantes d'intégration & déterminer 23
partiir des conditions limites,

La solution générale de l'équation (3,29) sera donc -

= i ‘) :
T*(g,pi= 5 (oo i T KL ghini). e Ty 2§ e T ]

i
|

LA

4) Amélioration de la méthode par itération

- A
Reprenons l'expression de la fonction sourceJ (Z}p}



(3,89)

(3,90)

(3,91)

(3,92)

(3493)

(3,94)

(3,95)

Ly
J.A(z>)“)):‘ I v, T/ /e P.E:J_A_ /?)B PA(PJ P‘b (IJ‘,)

Nous pourrons écrire, en utilisant (3,77) et (3,80)

A v e = e
J e = %&*“-5"Vajh_/@e,lﬁpr).Pprd)

— 45N
l;‘ -0 -0
fo T ?~. “p 'Tj,ﬁ C ,FJ) £ P C Z) .
p =t / ‘
soit avec (3,87) g, )
- e s 8 VMe g F &
4 25, o T/ Mo e[ efpa B o+ R
'J'(z,,.’p)_-_- By € 11 g:m:s/ﬁe & LHILTalp Z J‘l
L P - , ;
- R y . =) ; L c C | .. 2 '.
-+ ST, >__ /’\e ,f?f(},; J ZN :«‘%A . 5}{/5 ) 3‘/&< ){éL)
oA L‘.:—ﬁ' 5

En intégrant formellement l'équation de transfert

b 4 A T \ s \ o A ~
P AL T A (T, =y - Cc;}«’)

al &
(ce-7) , % (k-2)
. P T ok St gi S P S
ol =L(ape 5 wEHE e TR
‘Z
- T» Yy s &I, 4 Ci A ~(E-2)
L2 (epys I2Go ). e 50 qf Ik BT T
/ &

intensité qui remonte (P >°)
intensité qui dcscend ¢ po< o)

nn

A
En utilisant le développement dej;(3,9l), dans (3,93)
et (3,94) nous aurons '

Ii(z}’)) - I::Lt.l\‘},))_'e. ____,i_;)____ + —C;J:—i—g”:‘ th i//"'{)c Pi__ £~C//')o] . I’%e\f)‘d«(;))
. ’ D=
¥ U ; y Ij £ i
TIRSE RS L T o ATy oTzE2 W] S -G
[PA‘,‘}'M-%%- Q\AJ-P USa 2.— k)f;:w}[ Ez)éa Z*-EQNP Al C:JI@L /36 Fott) g’ﬂ\'%
- : A
e E




(3,96)

(3,97)

(3,98)

(3,99)

(3,100)

y-"—‘--‘-»--*---"-* St b s

e p= T2Co, ). az/u+mL[e1/P ez/PJlZ/gEF

rP (ué) p\ 1 +cwn>

s
WU

: E
ldy» [eupﬂez,"cl Ziﬁe CP‘ %PQ”)
b=4

. b
ol J— (Tq , MJooet 1.

condltlons aux limites ;

ceee Lo

Comme nous le verrons dans la suite de l'exposé,
cette itération apporte une nette amélioration dans les
résultats,

( o, %)> sont données par les
s prenant les valeurs 0, 1, 2

5) Calcul du flux

Nous calculerons le Tlux a8 trawvers un élément de
surface situé dans un plan horizontal

2%
F(z)= [ j fl(c/u,%’) dp P %;

Le développement en azimuth (3,26) nous donne

“+ L. o
P(z).—:zk.ﬂj p L7 plete
e

or {1 = Pa (P est e polynome de LEGENDRE

Lp -t
ot 1°(T, pl= 2 S pale) . e lea B
de par la propriété d'orthogonalité des polynomes de
LEGENDRE 1~ 4.
4 A 20 Al o C
F(C‘) s ?..'(“('5 fo(f’)?_..(?‘"?'}r’{)' "wi.ok't)' L°CP)'C{|U
- 8.—_0

se réduit a

1. \
Fezl =z am Ao (2

Nous aurons donc la formule définitive

P

,. 1) Ak 4 Tl
F{g)e 4 ({Zw % 9o LIG"). &7~ 185 & P]

]




(3,102)

(3,103)

(3,104)

(3,105)

6) Introduction de l'émission

Si l'émission n'est pas négligeable, la fonction
source devient

Tl(zjpt) = (-0 B (2)

® iy :

En faisant le développement en azimuth de 1l'équa-
tion de transfert, on remarque que B ( Z.) n'intexvient

que dans l'équation (3,29) pour s = 0 qui s'écrit main-
tenant
4
.d/ \ e A, p _,v...,_\ Foe § Z;J “'. N 0
, AL Evp) o Tz, p) -3 Ble) - E | I7(T ') x
(TA. C‘/"L‘ o N -1’
<
i 1 \ re— - t r"/ ‘_U ,:_:::: ? -y
/56 . Pop(}u} ‘ gaacl\fpff;_dj{g_,.,__ L:g%:_e_a F.e 9(::_ ,/26 FO(\J\.?O‘.’,
2: : E , b
L0
e 7’ e O
On peut écrire (14— &Go) B(Z)= (1-E52).Blz). Palp)
it e \ oy oo
En posant ,,).._Oi'fr; M= :7” (24 44) folz). To (*'?J)
Lo
Nous avons une décomposition identique & (3,81)
Tt 3
L dAb e BRET (0244-mape) AS
g >y :
AT 0
/ = e
e LA e, St , BLE) S'::%he . F e a"f"*./»'v p - Fa (o)
OD é"= Dg 1, n eo 6 0 0 ¢ 9 Zp—j Ei-t goﬁ,:ipour k:o

L

«w =0Cpour 2’) 6

La solution générale du systéme homogéne associé
restera inchangée. Seule la solution particuliére du
systeme complet sera modifiée,
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Cette mOHanHOD Unuﬁwncwwowm sera de la forme
-.u-\ o}
(3,106) Ao nm = ﬁ/o ce Tl nwo Bl
En reportant dans (3,105) nous aurons, poux de finay
les D‘m.u le systénme
7 ﬁ& f e/
(3,207 Q[ He o™
Cnu
= (2044 — e S
/
- O anv
a Ve C. p e
e g g { n
Dans le cas général les M sont dec fornclionz plue
ou moins compliquées de Z , dépencant de la forme de D
( &) . Nous ferons l'hypothése simplificatrice que le
nuage est & température constante dans toute son épais-
seur ; donc B ( 2. ) = m..om.\,nr_ aBCz)  Log,
Le systéme (3,107) devient ! ol &
s RS -JY 2)
d=o: \hﬁo 2 ﬁ.,.\\Cu.H i mﬁv\wav h hy €° f o+ %v\;im\T G5y )
(3,108) T
“LQ 4 - mVO\. A}
e Gl CF ﬂl \\P\U. n.rn.. . G . M.Le.__
= J
TLk ok E L =/,
£ /i a..T 2 Le E 747 ﬂ 3 Loy By ) A oA_, e T
/s X y / §
{
7 /1




(3,109)

i€

ce qui donne le sxftéme linéaire de 2 F équations a
2 F inconnues ®Rg

Lrg el e ioalt s (rleto o) RS

Fo

pour "e.: O,d_{z,- ~—«~—~--—~)2.F"’/L ¢

Le systéme linéaire est identique & cellui obtenu
lorsque l1l'on ne tient pas compte de l'émission, sait.
(3,86) écrit pour A=

L'intensité I ©( ?Z LJ ) s'écrira définitivement
2

g1 0 2 s B {
(3, 00) Iz uye 2. (2l+2) Bep) /;: o kE gl e e
L=

{3, 01}

(3, 02)

=P
P S PR

=0

7) Cas particulier XZo =4

Ce cas théorique d'une couche diffusante sans ab-
sorption propre nous oblige a modifier quelque peu nos
caelculs., Nous avons vu que l'éguation (3,84) nous donne
habituellement 2 t» racines M. ,
Lorsque &3, = <. une des racines doubles M“ est
nulle pour s = 0 soit V. = 0. A ces racines nulles
correspondent deux solutions qui sont

I°® = constante

I = (1-Wefe) = 4
2 F

ce que l'on peut vérifier directement dans 1l'équation
homogéne associée & (3,29). Ces solutions correspondent
s . s : 2

4 la contribution suivante dans les termes R

- , 2 o
%04_ n %O'.L ,\,1_ c:,\’,",//mé»lvz_ FouV‘ Ao

s 4
j_ 'k - P e VIR Po
it

sy ’€'> '/J',

!
peove R



(3, 03)

L'équation qui définira les /ﬁ; non nuls sera ;
D-L L) = 03 D 4 ( . ) étant le déterminant cbte-—
nu & partir de D ( 4 ) en supprimant les deux premidres
lignes et les deux premigéres colonnes. Cela se déduit ai-
sément de l'examen de D ( ) ) pour ocop= 4 .

8) Raisons du cheix de cette méthode

La premiere raison est la relative souplesse de la
méthode, qu'il est facile d'utiliser pour les fonctions
de diffusion des nuages,

La deuxiéme raison est d'ordre pratique ; car nous
verrans que lIa mise en oeuvre numérique de cette métho-
de s'accorde bien avec les solutions classiques offertes
par le calcul numérique sur des calculateurs de moyenne
puissance et qu'elle donne une précision satisfaisante.



CHAPITRE v

Calcul Numérigue




Nous avons vu dans le chapitre précédemt la théorie
de la méthode des thmOﬂquES sphériques,
défini les termes ¥, L %4fo‘ P §,

Nous y avans
: p.ﬁc ) AL
que nous devons calculer. ' o

I) CALCUL DES M4 ET DES 3’6(1/4)

Prifneipe

Rappellons les Cquations (3,83) et (3,84)

qui les
définissent
s ._M"MW'_.‘ . ‘:—-——"-1 Q . > Q
(4,1) YLE-o™ o S Hleeafa® 4 7" ] [2244- Topel o

s 2~ L3+ b
avee €= ey AL g ms L =P )

(452) et E7(L/);r D étant le déterminant du systéme (4,1)

Posons

XN = 4./ et éerivons les équations (4,1)
sous la forme

-
Ty -4 P L AT Qe .
(4,3) Ve ‘b«i @\ \—(——wl—m‘*"“ TNz )v‘;}i““')
28+4-CDafir 20 +4 - g Ae )
7

Sgit un vecteur [;;A]
les j? (il v en
sous la forme

ayant comme composantes
a 2 p) ;3 nous pourrons écrire (4,3)

(4,4) LAY, [G.a) = N.]Gs]
. %]. étant la matrice carrée dlov d ve 2P
ot ""'T,-
(4r5) o BA Q B3 e e e <
|
Aa4q o : base © :
[ = oy
{ T ~ . ~ “\\ \
= . i
[ .. 2z b Y " \\\ :
. o =%
?{ ~ = = \\91,?-—7,«{-.!;
{O ‘::(" 14+ 4 ~
- P Q .MJ

i



(4,7)

(4,8)

| (4,9)

guation sz met sous la forme
R { =

Iﬁ? étant la matrice carrée unité d'ordre 2 p,
L'équation (4,2) peut s'écrire

Déterminant \LQT~_ )\L_IJ> o

Donc lesg s olutlons A sont les valeurs propres de
la matrice {A et les [ fA)] les vecteurs propres
corresponda ts: C'est sous cettp forme que nous allans
calculer les L% =x //,\5 et les 44 (l/¢ r B
les }»3 étant les valeurs propres et les ¢ gffyxz )

S
les composantes des vecteurs propres de la matrice car-
- ]
ree [AJ .

Pour calculer les valeurs propres nous allons em-
ployer l'algorithme de RUTHI_HAUSER qui s%applique au
calcul des valeurs prupres des matrices tridiagonales,
Nous devrons remplacer natre diagonale nulle par une dia--
gonale artificielle non nulle pour que le calcul soit
possible., D'une fagon générale la matrice [AT est mal
conditionnée, ce qui explique les difficultés numériques
rencontrées,

(Voir en Annmexe 1 l'algorithme de RUTHIHAUSER).

lLes composantes des différents vecteurs propres
sont calculées par la récurrence

as §5 s

/b DX 920N



4.

EP) cm = (4/bas4) ).Ox. %A(A)* ot YSRLAES

Avlp -2 -t A"f'“’ 3
%’A &N -(4»“9,«“.‘}“7-)‘[’\ %f/: CAY = CGakrp-ve I (M]

.

Malheureusement l'application directe de ces algo-
rithmes tels que nous venans de les exposer n'a pas don-
né de résultats satisfaisants et ceci pour deux raisons
que nous allons exposer, (NOTE : ces premiers calculs
ont été faits sur un ordinateur "GAMMA TAMBOUR BULL").

Calcul des vecteurs propres

S

Nous nous sammes heurtis d'abord & une, grosse dif-
ficulté : la récurrence qui d¢finit les %w§C142) donne
lieu dans la pratique a une propagation d'erreur abso-
lument inacceptable.

]

Posons >\ = valeur propre calcule
valeur propre exacte
= P = erreur sur la valeur prapzre
(4,10) > . la val prop
At
34 Cj,\) = composante du vecteur propre calculée
g’:,"‘c‘,\ = valeur exactc de cette composante
{4,311} £aig = a ACA ?A) ey = erreur
sur la composgnteg% .
Reportons ces formules dans (4,9)
Nous aurons : 4 = O /
- I8
Fat 4 = ")(’A-a )
[
(4,12) t

Cotarrs (Ao gi X . Eaxg +h . Esey
{

¢ Rk o
jusqu'a j =2 p=- 2 RS Qi € oigei]

ces formules définissent la propagation d'erreur,



(4,13)

bz

LLe texrme 7. £_£%.§, peut 8tre considéré comme
négligeable par rapport aux autres termes si les erreurs
sur le calicul des valeurs propres ne sont pas trop impor-
tantes, Nous aurons dcic comme formule de base @

.

éA-}‘g«'**’i =) (ﬂ /k’fb"!gf 5 ‘{_-:;\ . &A_,\.g, . ‘1,042~ é:A—X'Q"'jJ

S R "’\’
+ 1. Ia -

\’)(o "r‘ﬁ'

I1 est évident que lorsque 1 Xl;> 1. la propagotlon

dterreur est énorme, or on trouve que pour s = 0, Vn =ty
est en valeur absolue infTérieur a 1, donc [A%
= [ AZ*! est > I, et ceci diautant plus que C4iq est

plus voisin de -1 :
par exemple pour guss = 0,99, 2 p
&% = 0,95, 2 P

12 , i/\05

12 4[5y

Il nous est arrivé de pouvoir mettre en évidence
numériquement l'importance de la propagation d'exrreur
pouxr &Fq= 0,95 ;3 & la l28me composante du vecteur pro-

5,7967
258351,

Il
Hi

I
It

pre correspondant ka nous trouvions -4L o7 100 com-
me valeur calculée alors que la valeur exatte calculée
par la suite est de l’ordre de Ag™T%,

Il est donc absolument nécessaire dans ce cas dfa-
méliorer le procédé en agissant sur deux points, d!aboxrd
sur la propagation d'erreur dans la récurrence, ensuite
sur la précision m&me des valeurs pPropres.

Nous avons utilisé une méthode employ&e par WILKIN-
SON pour le calcul des polynocmes de LAMFL ] calcul ana-
logue au ndtre,

Cette méthode que nous appellerons ¥Yméthode de douv
ble récurrence" s'appuie sur le fait que lea %— () sont
des composantes de vecteurs propres et qu'tun vectaur pro-
pre est défini & une constante multiplicatiwve Pnes

Nous L,o'nmenr*ons pazr appliquer la méthode norma- Le
.

(4,9) jusqu'a el puis en partant de ¢41PA)

= ] Bt de “A*YTX)A;: ¢ pris comme base nous ”vlﬁulon%
Ag oty o ; 1At 4 T e

%) 3 5y @ partir de 5 £ &S et de N8 LAl

par la formule

%'4}9 - ._{L..... E>\ %’f-‘ﬁk)\} = \QA.J,..a, %’ 7y +—4 A)l

CA\ = c“”d{_,é,



(4,15)

(4,17)

432

avec Q’=2p"‘l, 2p"2, &« e e 00 9 p+l ;

N
Les %u? et le§ %Ag‘sont les composantes d'un
m&me vecteur propre défini & une constante multiplica-
tiive prds, en particulier iti’

— 2+p D,
S S < .
G )= Be .G (N) ;
a'l0tP
d A
donc & partir d ' btenir 1 ¢
anc a partir des 2 nous pouvons obtenir les G,

en multipliant les qkf—par le facteur constant
At 1 A o
oa /gl LTE

Cette méthode a l'avantage de limiter la propa-
gation d'erreur dans la récurrence. Comme les compo-
santes de Gns(}g‘} sont en valeur gbsolue cgales,
terme a terme, aux composantes de G-, (k&f“) il est
facile de mettre en évidence numériquement l'améliora-
tion de la précision des résultats,

Cette amélioration étant encore insuffisante nous
avans d0 faire l'ensemble du calcul des valeurs propres
et des vecteurs propres en double précision (les cal-
culs s'effectuent avec une mantisse de 18 chiffres si-
gnificatifs).

Nous avons remarqué que plus CO¢ —» 4 plus la
récurrence devient imprécise, car lorsque cxis Ctroit
les deux valeurs propres supérieures]en valeur absolue,
d I croissent en valeur absolue : \\] => . mais pour
des M= A4 les %ngﬁAB tendent rapidement vers 0.
Les ‘3g(k)interviennent dans des expressions de la for-
me

TPRed -4

(&Q""’i)-‘a‘;&CA). Pfc'y) ov les P}(;J)
=4

sont toujours inférieurs a I et ol nous ne pouvons pas
avoir

PAE(}./) & ©Opour tout £ < i

P_}:QUF) ¢ 0 pour tout £ = k

donc les premiéres composantes sont prépondérantes
dans les expressions (4,17) et on peut considérer que
lorsque les gg(>0 deviennent suffisamment petits ils



4y

ntont plus dlinfluence sur la sui“z des calculs° On poux-
ra donc arréter la récurrence laorsque les (A\ devien-
dront suffisamment faibles pour Etre négligea les.,

(NOTE : ces calcils ont été possibles grfce au com-
pilateur "Double Précision” ALGOL et sur I.B.M. 1620).

¢
II1) CALCUL DES A&

Les .RA sont les solutions du systéme linéaire
(3,86) que nous pouxrons metire sous la forme :

e fr——" ¢
e il l-a 2 (0 pa) b 4,
(4,18} JE"—A RA _,Vé QA 4 VI +4) 5l s kg
T 244 A - fie 2x€~+4-cw€/%€
— e | F. ; /5!) P e
2 .2,—2+4.moa10ﬁ> ’
/7

, £ -4

les coefficients de -ﬁé et de L{ﬁ*i" sont déja cal-
culés en (4,6)., Il nous reste donc le qecond nombre a
calcule. avec (4,20) qui nous donne les PR sy,

La résolution se fait par un programme classigqie
de rwésolution de systéme linéaire, (Calculs effectués
sur "Gamma Tamboux"),

Pl cp)
III) CALCUL DES e M/

l.es Tormules qui définissent les Rf(ﬁﬁ sont @

43 H p
(4,19 ‘:P) = _(:Z’A ety ) . (A- JJL)A/L

(4, 20) P ekp=

Ces calculs se Tont avec un praogramme particulier
pour différentes valeuxns de o Nous remarquerons gue
si lt'on écrit la formule de propagation d'erreur pour
les FL?C}/J cette formule est identique au résultat
(4,12) en remplacant simplement XN par \J 3 or [ Pl
&£ 4. donc nous n'avons pas une forte propagation dfer-
reur suxr les ej%gJ)

Les résultats sont d'une précision trés raisonna-
ble (Calculs effectués sur "GAMMA TAMBOUR").



¥
IV) CALCUL DES »3\4,

L
Lrs constantes d'intécg ;ation &A sont déterminées
par les conditions limites qgue nous écrivons

A = 1
(4,21) L? (o, peo) = KM
o
’4 i -~ o o f'\
(4,22) L7 (z4, }J;o) = Gyl
oD . . .
les W 4 &tant au nombre de 2p, il est impossible
de respecter exactement les conditions limites., La so-
lution optimum est donnée par la méthode des moindres

carxés aui consiste a rendre minimum lferreur quadrati-
Que.,

La solution mathématique que nous employons ne per-
met pas de séparer les deux conditions limites, aussi
sommes~-nous obligés de faire la somme des erreurs qua-

dratiques correspondant a chacune des limites et de mi-
nimiser cette somme.

Nous écrirons donc les conditions limites paux une
série de valeurs de }J réguliérement espacées en posant

A
(4323) o] _ij___ avec J, = - 2 P M:s - 2 P M + lgeoc"‘l’l{’ 25
Tjéﬂ 2?"4 + 2 p M,

Nous aurons donc

poux f{§<;¢ les 2 p M équations

i8]

N-. I »
5 A > (2244).8504). P c/uf;f)xl? (20 +0 85 PACHY) = Eulpy)

,,,,,

(4,24)

.

Comp €

et pour })%:ﬁo Jes 2 p M équations

=

(2044 PSS LG = Gl

;\/1?

(4,25) Zk‘ ok *ZRW J/;(V ) !’JC,U)

™y
\

Nous aurons donc un systéme linéaire de 4 p M
équations & 2 p inconnues qui sera traité par un pro-
gramme de résolutiomn des moindres carrés,



(4,26)

(4,27)

(4,28)

(4,29)

b4 ¢

Pour cette résolution il nous faudra calculer les

coefficients pour Ft2¢<<3
t’"‘ ’ ; \ Q S () Q P
v D . 4y ¥ iy b

P \?‘84‘”{/'6’.&()/;)/~ ‘.A‘JJ/‘J)

for A

= 0e¢ p . . -
ZMQZQ%NU- WA.ESLVQJ “*ﬂ(Fgﬁj

=5 o e i c
. g ‘.X 2 u % ‘%’ Z"'
2“ L;Q—}-—i) %QL Gt ‘,A( 3,) e o
fuh
N e
- > n? DE/ '\g QOL:{//L/D-——-G" J )
Z eRLTED Aa. la \}dé/. - AC)Q/
Lah B
Nous nous sommes apergus en faisapt plusicurs es-
sais que la précision du calcul des k est tr&s im-
portante pour la précision du calcul des I“ 3 en effet
une erreur absolue minime sur les k' carrespaondants

aux exponentielles positives entraine une forte erreur
relative sur les I” car certaines exponentielles positi-
ves ont des coefficients trés élevés, Or le syst2me li-
néaire que nous avons & traiter par les moindres carrés
présente des caractéristiques numériques qui rendent im-
précises sa résclution, car nous devons faire des pro-
duits scalaires de vacteurs de grande dimension, ce qui
amene, en calcul numérique, des erreurs importantes. Ac-
tuellement le seul programme de moindres carrés qui s'ac-
corde & notre calcul et dont nous disposons ne travaille
gu'avec des nombres ayant une mantisse de neuf chiffres
significatifs, ce qui est insuffisant. Nous avons donc
dd utiliser un artifice de calcul qui nous a été imposé
par l'expérience,

Examinons en détail le systéme linéaire & résou-
dre ; nous pouvons le représenter schématiquement par
le eroquis suivant 3

|
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(4,30)

(4,31)

(4,32)

-
-

( ) ( ) ( )
(A = B ) ( K1 ) ( H1 )
(. : ) ox () o= (___ )
( i ) ( ) ( )
( ¢ D ) ( K2 ) ( H2 )
( : ) (__ ) (__ )

Tout d'aboxrd, sur une wéme ligne, les coefficients
du systéme homogéne suvront classés par orure croissant
de }(D ; ensuite les colonnes correspondront de haut
en bas.a dess U, croissant de - 1 &8 + 1, Les metrices
[Q‘leﬁ f ‘jSDéf)uOmpOCUHo des co IfLCLuﬂtu (4,26) avec
pou“[_Aj‘les ){f¢;u et poLm‘LEB Il&u PQ - .

-

lLes matricesﬁ;ﬁ Ietr D lsont composées wes coeifi~
cients (4,28) avec poqr[,i,}les Vg« e et pour[ D les
M;7v0 - La matrlcet H l,lest composiée des coefficignts
(4,2%),[ H 2 ]dee coefficients (4,238).[ K 170et[ K 2 ]
sont composées des k » La matrice[l C Jcontient des
cocefficients de trés faibles grandeurs car ils contien-

&v

nent e/#4 %4 ol 7. peut Gtre trds grand et les Ma<<e
(sauf un seul compris entre - 1 et 0). La matrice] D, 1
contient des coefficients tcés gruncs pour des raisons

analogues ; ils contiennent €V ZL muen Cq2”det les
V& Zwe (sauf un seul compris entre O et 1). Le sys-
téme est donc tres désécquilibré et sa résolution direc-

te est trés imprécise.

Nous nous sommes apergus cue dans le cas d'une cou-
che infinie les équations (4,30) se réduisent & liéqua-
tion matricielle

0
o
H
—
P
N
by
i
(9

et que les résultats r.V & {sowt tres peu différents des
Iob' enus dans un Pa1rul identique (mémes caracté-
rlsulgue5 optigues et méme 2 p) pour une couche finie

pas trop mince ( Z4 = 2 par exemple),
Nous avons remarcué éQ?lem mt gue lusﬂA ,';:se di--
visent en deux groupes les{ K 1 Jde l’ornre de 1lp-*

et les" K 2.]d ordre bLaLcoup plus faible. Le tout nous
a conduit a la méthode d'itérations suivante dont nous
donnons le schéma du calcul



(4,33)

V)

calcul DEs 1.7

L
" n I ;

{5

L

N =N
ol ¢ T

un certain noubre d'itérations (de 3 & 12 pour
les ces que nous avons treités) les valeurs del[.K l'Jet
de['K 2.]se stebilisent, Dans le chapitre V nous donne-
rons des exemples de calculs impossibles sans ce proces-
sus d'itération., (Calculs effectués sur "GAMMA TAMBOUR").

Apres

Remarquons que le déséqguilibre de la matrice (4,30)
s'accentue lorsque Z4 croit, les coefficients des matri-
cesL 0 ]et[ D ]dupend?n¢ respectivement des exponentiel-
les & e et g lbls ‘51. « Or pour <Ta croissant les
les exponentlelles g~t@' et les coefficients de la
matrlcef C ]dEV1ennent treés petits sans devenir pour ce-
la nugllgEﬂbles, les exponentielles e T+ et les cocf-
ficients de la matrice[ D Jdeviennent trés grands, Lors-
que T4 est suffisamment grend il est impossible pour
des raisons technologicues d'effectuer directement le
cazlcul des moindres carrés,

EL DE 1

(4,35)

Naous érlivons 1la formule (3,88) sous la forme 3
I%(zp) = }‘ B} enit > (2t g ¥l el
_ ¢ =P
r D p
45 e C%U° i, e (Z,@4<4>.pﬁd ?2 C}U
00

Nous calculerons I’o('tl ~ ) pour les valeurs de
4 et pour des Z quelconques, ainsi les termes
{4, 26) (4,28) déja calculés nous serviront ainsi que
(4,27 et (4,29 si F4 = Gao == o, LA
I1 nous reste a les multiplier respectivement par &A c,”‘
et par €%®/~s 3 pour M4 <o Ou par B falZ-Txsl ) i
et ele-Te)/ 10 pour = (Ja4 == 0, puis & faire
la somme des 2 P + 1 termes résultants, Le calcul de [

n'est plus qu' une tabulation de la formule
IC"&') -, ¥) ‘Z_ T s CaalalP- £.))

paur différentes valeurs de
7 et les mémes M4 que dans le calcul des i s
[~}

LP en reprenant les mEmes
Cet-




\
\

49

| te exploitation est des plus économigues car NOUsS avons
tous les résultats intermédiaires sur cartes perforées,

(Calculs effectués sur "GAMMA TAMBOUR").

V1) AMELIORATION DES RESULTATS PAR ITERATION

Nous avons comme formules poux e

T
I'i (Z,}J)z I‘f(zi’/d). & ~& ';'C) _ o;ﬁb;_ [9?1 //./. e’t:__;g_f B e,'C-/iJo'l Z/’be P.-gC]J;’.
Azo

(4’:6) t P/.’g(}')‘)'i,— 4 9\/] + Ty y wg.r‘.,.—w .‘)— Qlé‘l‘a’i, @;;J.E:—_ QV/{"C_j.

+

> e riepgfond

’ )
€ L
IZ2¢z v I2co, e '5/#’/-?“_.1‘_‘1?.}_{.‘3. [ e Tl _p C//Uo] $ /’>Q F’QC}J r"z;({%)
- Sl . ,é
(4,37) . :
V.E: " g
(Eobile = EA ek e ] et ot

Il suffit danc de trier les resultats intermédiaires

qui doivent servir dans ces formules et d'écrire un pro-
gramme ALGOL (sur I.B.M. 1620) nous donnant une tabula-

tion de :[ﬂ_ et de I ® pour les valeurs de . et de
M4 déja choisies pouxr le calcul général,

V11) CALCUL DES FLUX

Nous avons vu dans le chapitre III (formule 3,100)
que le flux & travers un €lément de surface horizontale
est donné par

P .\,_E a . i " 3 ¢ Py =
(4,38) FCzy= anl T ke gl ( ) C) e tsiE pz. eS¢eT]
o i

Ce calcul ne pose qu'un probléme de tri de résultats
intermédiaires ¢ il a été fait en ALGOL sur I.B.M. 1620.
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CHAPITRE V

Résultats en diffusion isotrape

Précision de la méthode
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Nous avons testé la méthode de ecalcul en ne trai-
tant que la diffusion isotrope. L'intéré&t de ce choix
est double, Tout d'abord nous pouvons comparer les ré-
sultats obtenus par la méthode choisie avec des résul-
tats que nous avons pu calculer par d'autres méthodes
soit entiérement soit & partir de tables déja existan-
tes. Ensuite en diffusion isotrope les formules se sim-
plifient beaucoup, d'od une plus grande facilité de vé-
rification & la main, et une mise en évidence plus ra-
pide des causes d'erreurs,

Nous avons étudié plus particuli&rement le problé-

me pour les "albedo pour une diffusion " qui nous inté-
ressent &Jc = 0,6 et CB5e¢ w4 1 que nous avons remplacé

par & = (0,95 et €% = (,99 puisque le cas C%¢ = 1
est mathématiquement un cas particulier et correspond
@ un milieu absolument sans absorption propre, ce qui
n'est physiquement qu'un cas limite.

Notre but principal aprés avoir obtenu des résul-
tats numériques corrects a été d'c¢tudier la convergen-
ce de la méthode ; nous présentons donc des résultats
pour une couche d'épaisseur optique?4 = 2, pour les
différents &, et pour 2 p = 8, 12, 14, 20, ce qui,
comipe nous le verrons, est suffisant dans le cas de la
diffusion isotrope., Sur les calculatrices employées
jusqu'ici nous sommes limités par la duxée des calculs
(un cas 2 p = 20 demande environ vingt heures de calcul
sur la GAMMA TAMBOUR BULL).

Nous avons également €tudié le cas de couches dif-
fusantes d'épaisseur Tyu= 4, 7 et oo .

I) REPARTITION DE LA LUMINANCE DANS UME COUCHE DIFFUSANTE D'EPAIS~-
obEUR OPTIOQUE 2 — CONVERGENCE DE LA METHODE

Nous avons vu que les difficultés de calcul crois-
saient lorscue CJ, tend vers 1 et lorsque T4 augmente
ceci apparalt dans le tableau de valeurs des M\t ; nous
présenterons donc pour chague <COe un tableau des pri{
en fonction de l'ordre 2 p de l'approximation, Nous re-
marguerons porticuliérement les valeurs extr@mes des
(V&) .« soit Yt et V™% les valeurs de V. les plus pe-
tites en valeur absolue et V¥ et JFles plus grandes
en valeur absolue, Nous avons dit que 1V“Q:KVH

{
W-\o\suﬂ'\;

y ¢
C S\/w.a:VV‘fe. dee wactwnes Vo ) .
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Nous avons vu cue plus }V# sera petit plus il sera
difficile de calculer %f(ﬂ”} et %E(V’ﬁ) (propaga-
tion d'erreur particuliérement forte) (chape. IV, I) et

| Y*| décroft lorsque &Jo tend vers 1. guand L'oxdre
d'approximation 2P aujmente, [1/%] converge rapidement
vers une valeur qui est celle correspondant & la solu-
tion exacte en grande profondeur pour T4g = o3

De méme plus ll/F1$era grande plus il sera diffi-

cile de calculer les k’; car les exponentielles & yhey

et @¥ ™ T1 deviendront respectivement plus grandes
et plus petites ; le méme phénoméne se produit quana T4
augmente et dans ces deux cas la matrice des moindres
carrés devient de plus en plus dissymétrique et la ré-
solution des Moindres (Carrés devient de plus en plus
difficile, Nous remarquerans dans les résultats présen-
tés que |1/ P| croit légérement lorsque &3e tend vers 0O,

Pour que les résultats soient compréhensibles, nous
les avons présentés sous forme de courbes représentant
la luminance énergétique I en fonction de la direction

; malheureusement le format 21 x 27 cm ne permet
pas de rendre compte de fagon lisible de tous les dé--
tails obtenus par le caelcul mais il sera suffisant pour
mettre en évidence la convergence des résultats et ce
gue nous pourrons en déduire.



1) Résultats pour We = 0,6 -Zy= 2 -Z=0 ; 0,5
2 4

(Fig. 4 a 7).
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2) Résultats pour W= 0,95 = T4 =2 - & =0 ;3 0,5
1l 3 2 ;

(Fig. 8 & 11).

Pour ce cas nous disposions de tables des fonctions
KR, Y W) et nous avons pu calculer la luminance
pour T = 0 et T =2 par la méthode des principes d'in-
variance ; ces résultats sont portés sur nos courbes a
titre de comparaison.
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Dans les différents cas considérés, on constate que
a l'intérieur de la couche, la convergence est repide,
et on peut considérer gque l'approximation 2 p = 12 est
suffi:-ante, car =ile donne uwes résultats trés voisins de
2 p =20, L'itération ici ne modifie pas les résultats.

=
t surtout p““ la Tace supérieurn (z=0), des oscil-
ns importantec autour de la valeur exacte subsistant
pour 2 p = 20. Dans ce cas l'itération apporte uns
ation tres nette et les résultats obtenus pourxr
t 2 p = 12 avec itération sont trés peu diff
ce qui nous permet dz nous limiter a 2 p = 12,

Au contraire pour le rayonnement sortent de la cou-
a
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Dans la suite nous calculerons directement les l
apreés itération pour un oxdre Tixe 2 p d'approximation
( 2 p -x 12 pouxr la diffusion isctrope ).

Pour les cas o0 nous disposions d'une comparaison
aux résultats exacts donnés par la méthode des princi-
pes d'invariance, l'écart avec nas résultats pour 2 p =
12 est inférieur & 4 %, Ceci donne une idée de la pré--
cision de notre méthods, trés largement suffisante par
rapport 4 la précision des mesures de luminance que 1l'on
peut Taire dane un milieu diffusant,

II) COMPARAISON DE COUCHES DE _MEME EPAISSEUR AVEC DIVERS

Le regroupement des courbes pour des &0 diffé-
rents avec la méme épaisseur opticque totale Coa = &.

le méme ordre d'approximation (2 p = 12 4+ itération) et
les m€mes profondeurs nous permet de comparer la facon
dont la lumiére est diffusée dans une couche fortement
absorbante (&i, 0,6), une couche moyennement absor-
bante CC,= 0,95) et une couche tros peuv absorbante
( <o = 0,99). Nous noterons gue les cas %= 0,95 et
CiFp, G,99 donnent des résultats encare trés diffé-
rents ;3 1l sers donc absolument nécessaire d'étudier
spécialement le cas particulier <o = 1 les variatiocns
importantes de la luminance en fonction de ¢J ne pec-
mettent pas, semble-t-il, de prendre le cas G = 0,99
comme umne approXimation valable du cas &% = 1, Nous re-
marquerons cependant que dans la réalité les milieux
diffusants sont toujours un peu absorbants, et le d,qui
correspond & un nuage dans le visible est certainement
compris entre 0,99 et 1 ; il semble difficile de fixer
la valeur exacte,
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COMPARAISGON POUR DES COUCHES IDENTIQUES OPTIQUEMENT MAIS

D'EPAISSEURS DIFFERENTES (Fig. 20 a 23).

Nous avons regroupé sur chiaque graphique un cas
complet ¢, = 0,99 ; 2 p = 12 (& la méme échelle) pour
Tl =2; Z1 = 4 Z4= T 3 Tq4= @@ , Actuellement nous
n'tavons pas pu traiter de cas ol Zhest fini et supé-
rieur & 7, ceci poux une raison de technique numérique,
En effet dans la résolution des moindres carrés la ma-
chine n'accepte pas de coefficients supérieurs a 10
("en BAMMA TAMBOU. 'j:lorsque tous les programmes passe-—
ront sur 1'I.B.M. 7020 nous pourrcns aller jusqu'a 10
ce qui devrait nous permettre de traiter directement
des couches ayant une épaisseur optique maximum suffi-
sante pour représenter des nuages xéels,

s

Nous remarquons pour le cas (4 =9 que le régime
asymptotique étudié par M, HERMAN se retrouve dans ces
calculs théoriques & partir de Z= 5. Id est a noter

que I = T (M) est pratiquement linéaire d&s que 7 .74,
Ceci s*expliqu% par le fait qu'en grande profondeur

e

T ‘ 1) o
nous avons [ = , (e ) PG%C,,,LJ} . " g(VO). e o @ G
MN=-o .

11 ne reste plus gu'une exponentielle : celle corres-—
pondant au Mot rfqgatif le plus petit or les g;‘(v;1>
convergent trés rapidement ce qui donne la formule ap-
proximative linéaire en

e o j 2.3
I:(}.+3P‘r~4‘)‘vo~ey.t [ JLZ

En surtface les résultats sont trés voisins poux

Ta= 4,7 et »2 ., .ais dés que l'on péneétre dans la
couche l'influence du sol noir se Tait assez vite sen-
tir. Cette influence est sans doute moins rapide quand

l'absorption est plus forte ( ¢3¢ plus petit).

Pour 4. = 7, on trouve dans le centre de la cau-
che un diagramme de luminance voisin de celui du régi-
me asymptotique de la couche ©°, mais avec des lumi-

]

nances plus faibles, et une décroissance plus rapide
en profondeur (fig. 24).
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CALCUL DU FLUX SUR UN PLAN HORIZONTAL

Nous avons calculé ces flux d'aprés la formule
(4,38) pour les divers cas étudiés, Chaque tableau con-
cerne un cas et on y a porté les flux calculés dans les
divers ordres d'approximation. 0On constate que la con-
vergence avec p est plus rapide que pour les luminances
de toute fagon 2 p = 12 donne encore ici une excellente
approximation,

we
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CONCLUSION

Le travail que nous avons présenté ici n'est évi-
demment qu'une premiére étape. Cette étape nous permet-
tra, avec des moyens plus zdaptés a l'ampleur des cal-
culs, de traiter le cas de la diffusion anisoctrope pour
une couche diffusante trés proche des nuages réels, La
méthode que nous employons a l'avantage de ne faire in-
tervenir qu'un minimum d'hypothéses simplificatrices.

Nous signalons par ailleurs gue ce pProcessus numé-—
rique, une fois mis au point sur une calculatrice puis-
sante, permettra d'étudier un grand nombre de milieux
diffusants et aobsorbants autres que les nuages,
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NNEXE T

Calcul des valeurs et vecteurs propres
d'un=2 matrice tridiagonale par la mé-—
thode de RUTISHAUSER

A la matrice tridiagonale d'ordre 7 ( £ 128 pour
ce programme)

;TM by 7]

i L, QAn \OL
i h h b
}

Cmmwz v )Dv\-ﬂ

€ A L]
on associe la matrice semblable
VP 3 “i
4. ek SRk = : 57

' &
oD L
l /\}:'.‘r:‘b,ér Cg,.*‘i.

,ﬂ, U\y\_l fﬂ:“ i

4. Woaan

4 laquelle on applique la transformation L R de RU-
TISHAUSER & convergence accélérée telle qu'elle est
décrite dans l'ouvrage de DURAND Lﬁ]

Itération

Avant chaque transformaticn L R on retranche aux
termes diagonaux le quantité

Ny -
f O AU W4z K.

Cette transformation L R conduit & une nouvelle
matrice ayant la m8me for = que la matrice initiale et
dont les éléments A, 'y eont donnés par

"Ab“ -L.,~}‘/>’
At o= SSNREEY
‘éwec

o = ux\.«/“w 4

. & .‘:q_‘:.;

/@ el
6 f2az=0 A/K%*“J‘erL = )

/

i
¢



On rép2te la précédente itération jusqu'a ce gue
] : : hy )
l'on obtienne une matrice pour laguelle vz V.4 = ©.

La somme 2{ Péﬁ des expressions retranchées a cha-
gue itération aux termes diagonaux est une des valeurs
propres cherchées,

Pour l'obtention de la valeur propre suivante on
considére la matrice d'ordre Mi-4 déduite de la derniére
matrice obtenue & la précédente €tape en supprimant la
derniére ligne st la derniére colonne et en ajautant
aux termes diagonaux la valeur A qui vient di&tre cal-
culée,

Le procédé se continue ainsi jusqu'a l'obtention
de la derniére valeur propre.

Le programmz est valable pour les matrices dont
toutes les valeurs propres sont réelles,

Remargue — Au cas ol dans la transformation L R on tom-
nemargue

be sur un # ¢ nul la machine imprime le libel-
1é : Calcul impossible,

Calcul des vaeleurs propres

Ceux-ci sont obtenus par une méthode mentionnée
par NOLIN [2)

On considere la suite
Ny () = 4.

- A =
AT, Fiey & {Em ) Q -3 "5-4,\, A () - Q.ﬁ’ AT&C)!‘)} oV Nl

y
—

ATQ*¢<*\—:1“£ [X-a) T (3) — C(zﬁ“vﬁwiﬂ

5 L

—

A
. o - > W N i
Oy () = Yor. -2 [( A " 4) Nﬂ"fsx) ed Yt J

Pour A\ = A%, les nf}5>g)aont les composantes du

vecteur propre associé a la valeur propre Aas
b 4
v

-
L}‘l DURAND - Solutions numériques des équations algé-
“ briques Tome II p. 281 - 282
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